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In quMlc obhiczLOni vnrl terrori io Iroio nascoslì ; e se csclusi- 
i^iniciiU apparltncsBFi-o at Prof. AI«s^Kl^d^i, ■on mi sarei preso il 
ptiisLuio di [jubbl leu mente rombultcrli : ma sono errori di molli !□- 
legnauli, sono crroii, clii: (lovo con diipiacere sparai ancora in 
mer.7.D 9 voste c profonilc; cognizioni nel primo volume di UR nleso- 
traltilu lii Mairmalica teoi-ellc» ed 3jiplÌcaU ili I*. CorJenons poche 
tettiinane fu giultlicnto. 

l.H persialenzu in qitc»ti errori, che si ndlle mie Icthre filoto- 
liclie, che nei legreli iteli' arie di coiiiHiiicore le idee io presi a 
Gombellere, m' obbliga a tornarvi wpru di nuovo ; ed eccovi ìntaotO' 
nelle cicalate, cho queslo opuscolo vi oITre, e che saranao prol»' 
bilmenle seguite da altre, eccoci riunite e le mie risposte agli Artìcoli 
deir Alesiaodrì, e alcuni cenai sulf Operi del Coidenona, ebe g'^ 
ndero In luce In qualche periodìoO. 

Nulla in questi miei artigli havvi in conlraddizioDO con l'all& 
(lima cho io prafesBO verso i sullodali Professori ; e se mai bavvì 
qualdie raro friìzo, q»c»ln non à i ha un rimbnizo. Ln mia polemica 
c poi in modo condotta. rliL' rinelli 3nrai:i rliu' non canDsi:oiiu lu 
fattemi obbiCKÌOtii. posj^uiu piL'namt'ulf ilfsuratilc iImIIo mie priiulc. 
Le inesaltei7P i falli clii: io cnntuto, sono ili ijuclli, i-liv porliino 
pili ill'aliiluiliiiL' ilfl iiieiiaEnio maTicg^'o 'li^i ■"'liiii 'l"-' sll'allilii- 
Jnento delle ikiJnzioiii, aliilitJiiR'. la quale fi.- u iiitvilubilc ael pio- 
gre^o dello scioii/n, l- ibnnosU^ini ncijli elementi, contritmiscc 
non a sviluppale, ma ail istupidire gli inlcllclli. e non di rado à 
causa che dei felici ingegni indispettiti obbandoaino lo studia, dclltr 
esalte discipline posto appena il piede nel loro vestibolo. 

Sbarbicare dalla munte questi errori succhiai nel primitivo 
scìcntìlìco alimento é ben diOlcilc impre<i3. Egli ù perciò che mi ù 
d'uopo vestir di Forme diverso gli stessi nrgomcntì, e talvolta ripeterli 
nei punti ove In breccia è piii facile, e in quelle applicaiioni in cui 
i> piii vergogna l'opporviii. Merita perciò penlono la mia prolisiilà. 

Ad olteuerD pieno l'inteiile vari e ^rnvi osiamoli si frammcllono. 
Nel prof. Alessaulri. nel prof. I^ordenoiis u in molli altri visi oppunc 
il lodevole riiipetlo all' aulorilli : in taluno poi t' I' i>r^oglia l'Iie ver- 
gognosamente ma«cliCKindosi sotto lo divise di questo rispHlo (cho 
non debile poi essere v Elie ragione] f.i .-i i,hi: silc;,'ni confessale [ler 

per solìsliclicrie e sntli.^liezzi; i più chiari ed utili veri. Ma nella 
lotin fra i Imssi piintiftii dell' amor proprio o tu nobili aspira/ioni 
alJn wrilii, qnestu dejigiano llnnlmenlc avere Ii'ionfo. 
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NOTA 



Intorno air&rticolo di E. Alessandri— L'Eucli- 
de combattuto e disapprovato da S. PUDGOTTI (a). 



Le materie che il chiarissimo autore di questo 
articolo prende od esaminare sono principalmente 
'quelle, che si contengono nel Capo II del mio 
Sudìde e la Logica naturale, cioè la teoria sulle 
proporzioni, o le uozioni prelimiDat'i che le souo 
di fondnineuto. Kgli comincia dal disapprovare lii 
distiuxione da me inti'odottu dei numeri indicanti 
ojjijetti e dei nunierì indicanti 'ripetizione, ed il pre- 
cipuo motivo che (pag. 421 ') adduce è perchè 
il numero che indica ogyetti potrebbe ehiahiarni 
jiì're mi numeri) di 'colte considertniiolo f mut" 
giunta <' sk stessa » Questa obhicziouo Hhio dal 
IsrvJ, fii da [Ile confutata Jiolle mie lottiM'c liloso- 

ui) 1,' articolo M Prof. E. AltrseaiiJri i- inserito nel fuse- II. 
Asnsto 1870 denli Aniuili <ldV Aaaociaiione per V eclutn^i'oiK 
aet pùpuM. Qucsla mia Nola iii risposta lu loviaia ,-iUa Sirezioiio 
ui^ho tKiiu iionodico. aa asEetto che fosse pubblicala nel fuscicolo 
seiiui^nii!. Ma la sua lunehenai. e i eià prrai impeani pei- darti 
posto ad altro memorie, ne impedirono 1 inserinienio. .Intanto una 
Nola piti breve, die e quasi un sunto di questa, usn subito in 
Jucu nd periodico il Barelli: a questa, senza che siasi ommesso 
TCruno dei suoi uvltagli. c stala per intero gm eeposU nella Itivi- 
sia UrbiDale. Alla breve mia Mota nel Barelli inserita Dut parole 
di n'apotiB furano aocolte ndfaacicolo V. l." NoTambredegii An- 
nali suiMeUi, e nel bsoioolo VI, f." Beoembre il Dirrtlore degli 
itflui Annali ebbe la geotllozxa di inurìre' la mia rìBeuloni anila 
Bue patvla, rìllasuoDi ohe qui pure saranno riprodoUe, 

(*] Lo pagine citale nel tuto aono le pa^ne det fase." II. i.* 
.Agosto 1S70 (lei suddetti Annali In ani i iiiwrìlo l'Aitlcolo. 
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tìche, allorché alla pag*. 32 esposi che « V idea 
éeìle cote numerate non debie eonfùnderst con Videa 
del rapporto tlie la mente vi sevopre » ossia Videa> 
del numero degli oggetti ottenuti non dee cod- 
fonderst col numero delle volte cbe-la ripetizione 
si è fatta. Uq numero, allorché è riferito agli atti 
individui di ripetizione, è ben distinto dal numero 
degli oggetti che si sono per rtpetÌEÌone ottenuti; 
e vi differisce ((aanto 1' operazione dìfférisce da 
ciò che per essa risulta. La mente ama sempre 
distinguere il 9 metri per ee. <!ai 9 volte che è 
stata fatta la ripetizione d'A metro per ottenerlo. 
Ma ciò non cuninda, passLi lìg-li a conchiudere 
( pag. 4àl } che '< qnetta distinzione, che non è 
difficile a capirsi, è j/em sofistica in quanto sette, 
eonie vedremo, a crearvi sojmt vna erronea 
floitrina » La ilimostnizione però di quutìta eiToncii 
dottrina pi-omcssii dallo parole " come vedremo » 
appai-irii, io suppongo. In qualche altro scritto 
avvenire ; giacché per quanto con la massima 
uttenzione abbia ietto il presente, nou mi c stato 
possibile trovarvi lo squarcio, che ci appalesi de- 
rivare dalla esposta distinzione il menomo eiTore. 

Air opposto, tornando io a meditare'Bulle idee 
che Tana dietm l'altra nella mia mente si svolsero 
in seguito di questa distinzione, io sempre piiì la 
riconosco utilissima. Sna mercè fui condotto a ben 
determinare il sigoificato della moltipUoazione, e- 
divìsione sì delle frazioni, che degli irrazionali così 
detti reali, e degli immaginari. Sua merc& mi av- 
vidi, elle la ripetizione può essere o additiva o. 
EOttrattiva, lo che portommi ad oseludere la pro~ 
prieià qìtalificante accordata comunemente al se- 
gno [ — ), che precede i numeri indicanti oggetti, 
e quindi a riconoscere che V efHteto di positive 
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ad essi applicato è un . pleonasmo, quello <ii nega- 
iice è un assurdo. Sua mercè mi risultarono evi- 
dentissime tutte le regole, che sono relative ai 
ee^ni nelle algebriche operazioni, e in particolar 
modo nella moltiplicazione ; giacché, appreso che 
siasi il significato delle parole, esse sono per sè 
stesse di taata evidenza, clie qualsiasi artifìcio di- 
retto a spiegarle, e sia puranche quello cui Eulero, 
0 t' altro cui fece ricorso un Laplace, è del tutto 
inutile. La rettificasione poi delle idee relative 
ai Begni, cui mi condusBe la distinzione del nu- 
meri indicanti e oggetti e ripetiUone, causa fu pure 
che il vero significato apprendessi delle soluzioni 
negative delle equazioni, e relativamente a quelle 
di secondo grado rilevassi ancora che quanto esatta 
è l'espressione « a cere esse due radici «altrettanto 
nii:^iirda è 1' altra, sebbene comunissima » avervi 
V incognita due valori: e quindi assurda, ed erro- 
neamente dedotto dalle proposizioni precedenti la 
finale clie ci offre + =fc invece di ± — ± . 

Queste ^lie vedute però, le quali tutto più 
e mono direttamente la loro origine hanno tratta 
d:i!!;i indicata distinzione, siccome escono dalle 
comuni rotuje , io mi vo iigurando, che nella 
mente del mio Oppositore, per hi massima parte 
almeno, saranno nel novero di quelle innovazioni, 
le quali, siccome egli si esprime (pag. 433) « con 
« un soverchio sfìmo vengono a rendere meno càtaro 
« e meno intelligibile ciò che aUa mente dei più, mer- 
« ci d' una semplice convensùme non impedita dtàla 
K logica naturi riesce ehiarisHmo. 

Ma che manchi di fondamento questa sua coit- 
clusione, che le massime esposte in vece di oscu- 
rare, come egli opina, rischiarino Teramente ciò 
che chiaro non è, e che egli d' altronde suppone 
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«hiarisaimo, vai-i soiio yli argonienti che me lo 
&DDO suppore. 

E i. io trovo in vari trattati di La t'r»ix, di 
Fjaacoeui', di Montfemer, e di altri Autori spui-se 
qui e là delle idee, le quali sooo in opposizione 
«Ile maetime comuni da essi pure adottate, e si 
■1011101701010 invecfi alle sopcadette; sicché sono lanw 
j)j di un peattmsnto, il ([lude, sa in essi fn passe^— 
eiiaro, e non coltncato, canae ne è state la troppa 
adesione ai metodi in uso. 

II. Trovo vari corsi moderni, nei quali alcune 
delle mie esposte dottriin; sono adottate : taluni 
anzi ne trovo, nei qudi kouo riportati ad h'iler/im 
i mìei stessi periodi. E se non si ìt avuta la {ren- 
tilezza di dare un cenno delia loro paternitìi, ciò 
poco importa : V importante è per me il coiì0.sc(.'i'e, 
elle di varie mie innovazioni si è conosciuta Tut ilità. 

III. Vi ttotio ragguard (svoli Città, ove Giovani 
(istruiti con quei metodi per i quali in idcuiie ma- 
terie più il meccanismo si apprende dei sofrni, che 
la genesi (ielle idee) venuti essendo talvolt;i a cim— 
ferire con alti'i istruiti a tciture di iiuelic innova- 
zioni, clie mi vengono rimproverate, in tino delle 
loro discussioni sì sono accorti, clie non avevano 
come gli altri ben penetrato il voro concetto delle 
cose, e clic la loro isfrazione sulle disputate ma- 
terie era stata più puro esercizio di memoria, che 
ginnastica e ^.viluppo delle fecrttà iatflllettìve. ■ 

IV. Una pratica piìi che semt-eaoolare anche 
a me ha dimostrato, come le sopre scoennate ia- 
novazioQÌ, sono stata con la maBsima facilità ap-* 
prsae, sputate, e rìooiioeciute atte « convincere 
la mente a préferei^ di altri ragionamenti, dei 
quali essa non rimane wddisfatta. E queste mio 
ioaova^ioai esodo trovati non già di sublime in- 
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■freifno, che oertampntfi mm ho. ina di pasti'enté 
■tìsaine soltanto dei trovati e defrli t'rrari altnu. 

V. FimOmeiiti!, bone avveyi^ondoini, elio tutte 
le addotto prove si ap|iofrg-iiino a latti, che potriono 
essnre creduti veri e non veri, c tanto piò ohe g-li 
■adduce C/rero prò 'ìmiio sua^ eccovi !in ai'gomento 
intrinseco, a cui non vi è replica. Vi sono al mon- 
di) delie voritii così evidenti, sulle quali chiuDqtie 
per poco siMxsinnatauimte mediti, non pnò a meno 
aderire. K se le innovaiiioni elio !i questi veri 
sono aDDoc^ate io vi uresentasfi in modo dnhita- 
tivo. con 10- parete « mi scmera » « crederei » « Jt ui 
non m- mommo » io potrei comparirvi meno orffo- 
ghoBO. ma non sarai mg'enuo. h oot pm inumo 
«ODvincimcnto clie io le sostengo. 

HO bene ai quaii requisiu dilettano c^^se per 
essere accolte g-oneralmmto. Esso ahbisofjnano di 
rui, vero scienniato che al pni.blico. le presenti, d'un 
-vero scienziato clic loro possa dure .lUiiìchc peso 



elle m mrecrement « e andrà, e distruggerà hnai- 
mente le inesattezze e irii ciTori, sono io troppo 
prossimo ai sepolcro per non sperare ui vedei-e 
.generati rifonne. m cui Yernumo pure adottate 
quelle podie mie innovanoni ohe il sig. Aiossan- 
dri crede dirette ad oscarare l iDgegnamento: Tcn-à 
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pure il loi-o tempo: verrà il giorno in cui ne sarù co- 
nosciuta l'evidenza e l'utilità. Appagate così saranno- 
le brame, e le speranze di molti dotti italiani e stra- 
nieri, brame e speranze che tutte compendiare 
si possano in questi detti dei nostro celebre Ro- 
magnosi espressi nel soo discorso — SnU* Intfole- 
del primi c«mce«M deU« MMenslleke — 
« Sssere tmpo onmai H pattare le mjtematìehe dai' 
concetti iUvsori e lambieeaii, con cui a dispetto della' 
htona logica sìèvohUo svisarla» mercù dei quali, 
soggiungeva ncU' altra sua opefa — I* InHe^rnA' 
mento primitivo delle iHatematlche — 
« non essere meraviglia se tanto penoso^ tanto lun- 
go, tanto sconnesso riesca il cammino della scienza 
intera. » 

E tutto ciò aduiTe ho voluto per dimostrare, 
che a fjiudizio di sommi Maestri occorrono positive 
rettificazioni di idee, e non bastano i[uelle sempiì— 
ri conveìizioni, di cui il mio Censori» parla alla pag-, 
i2Z. Trattasi di un novello edifìcio per ia parte ele- 
mentare della scienza : ed alla sua costruzione 
qualche rozza pietra credo di aver recata pur io. 

Inoltre uel polemico articolo vengono alcune 
osservazioni intomo alla parola MoltipUcaaone. E 
qui st'prende occasione dì notare, come negli avan- 
zamenti delle scienze bene spesso accade vedersi 
conservati dei nomi, i quali (pag. 422) accennana 
a cose che mn esattamene siiptificam. Xè di ciò io. 
mi lagno, non piacendomi tenzonare per le parole.. 
^\ lamento quando delle cose [comnnque sieno 
chiamate) ai danno delle idee false, siccome ac- 
cade per ea. relativamente alla miMiplieaeione pen 
freeàone, di cai si dà comunemente una falsa idea,, 
dicendo, che ivi la moltiplicazione Mwn senso piit 
lato, ovvero che ivi ia parola è sviata dal suo fento, 



Digilized by Google 



- 11 - 

eliihulo'jko^ mcLtre (lessa ù la identkn moltiplica- 
zione che si fa degli interi accompagnata da una 
(l:vi(!Ìone. al modo stesso che nella Mcisioiie pev 
ffoUone Itt divisione è identica a quella che si fa 
degli intori, iqa accompagnata da una moltiplica- 
zione. Ed è appunto perciò che male a me sembra 
ei esprima anche l'autore, allorohè ci a&rma (pag'. 
422] chu « quoAido trattasi (U frosiùni non eÀì)Ìa~ 
* hiu in reitllà una ripartòitme 0 ww f^peWsiÌHi* » 
giacché per parlare con esattessa, dire doveva, 
r abbtanio in realtà^ ma abbiamo sempre l'una ac- 
compagnata dall' altra. 

Le sue indagini continuando sui rt^porli, e le 
proporzioni, egli dice {pag. 423] che « il gaante 
I-olle non è, e non. può essere dte un numero astrat~ 
lo. » E qui secolui convenire non posrio, giacché 
all'opposto a me sembra, che esso sia un numero 
i:ssen:ialinente non astratto, poiché non è comune 
a più cose, dalle quali apparisca come divelto, sic- 
i;ome indica la pai-ola ffis^mctìM, destinato essendo 
sempre uil erprimere la medesima cosa, ad espri— 
meri! cioè il nuìnero delle volte che viene ripetuto 
un dato numero ii oggetti. E in questi numeri di 
ritUe è pure utilisHÌmo notare un' altra proprietà 
che li distingue dai uuaieri iniHcanti gli oggetti 
presi in, astratto ed è, che mentre questi possono 
essere frazionari, i numeri indicanti volte sono es- 
senzialmente interi, 

E qui è pure dove it mio critico ammette, che 
col considerare i numeri indipendenimente daUa 
specie loro, ossia eansiderandoli come astratti, V al- 
ternare i termini d'una proporzùttte nonporterà pi& 
alla neoMsMà 41 porre !■ evidenza l'M- 
«wrtfllà del eoaiirmmin/iv due grandette etero- 
genee. Gravissimo errore t Dunque, io proseguo, dun- 
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.i[no senza queeto passaggio dji! Concreto airasli-atto 
in (lortn propm-Kiaiii. l' iiltcriiiinieiìtn rnink'tvr.l't^ 
eviiitìutu una assiwdità! Dumnie I' assiii-ditìi vi è; 
■K questo passaggio non fù che velarla. Dunque 
questo jiaasaggio JxUi ù un mcezo dì cui la mente 
■si «erve per iseoprire il vero a cui tende, è uà 
ripiego cui essa n(ion« per illudere sè stessa, é 
jiascoudera una impossibilità ! Ma si possono dire 
tìtr8làlci<»ii piA .majnscoli di questi, che 'Watlis ci 
rcgida, Lecchi ridete, Alessandri non disapproTa t 
Nò certamente. La molta stima però che nutro per 
Alessandri, la maggiore ancora che ho per Lecchi, 
r altissima chetato per Waltts non riceve per 
<[iiesto verun dstrimeato. Vna innavvertcuza fa 
cadere .iieir errare anche i sommi. Ma percliìì nel— 
r orrore sono oaduti aiioìie i sommi, i ern.re Icosa 
dyt(^KtuljÌio KCin]ire; ()(?ssii l'urse di cssoro ? In Ma- 
temiitiiM, die dico, nelle seienxe tutt,' <lis(lirevo- 
lissiiiiH fo.ii olia i- rerciire il minio di tm^cund.^ vi- 
gli iissunli: d'uopo nlT opposto trovjtrc il niodi> 
di non eometterli, e i 'giù commessi snidare ed 
ìihbattere. 

Meco dniiqne il mio Opponente ciinveiig;i, che 
la trasfoino azione <lei iHunori du coicreti nii astratti 
per giustificare V alternamento delle proporzioni 
è al sommo grullo rer^og.nm' c ridkolii. 15 poìcUò 
ai motivi, che alla .scelta m'indussero di questi e— 
piteti, egli.piij non dia !e poco logielie e folae in— 
tei-pretazioni esposte nella pag. mi Fo tosto a 
spiegarglieli. Chiamai quell' artificio vergognerò, 
perchè ridicolo : -ridicolo, perchè dal ridere non po- 
*ei astenermi (e chi se ne asterrebbe ¥) allorché la 
jprima volta le^eimol Lecchi, che il ricorrere all'al- 
ternamento aUora soltanto sarà permesBO, *; li~ 
-rébit. hoc pat^, 4ti'f nempe teenntia fermvfatiòne 
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restiiititur ^uod prima dett^^itaiìi»ft.. eroi. Ptìroietterer 
tm fallo, diasi alloKi fi^fuda, .psimettlSN w Mio .« 
patto cho veQga pascià «orretto^' ò un priiiejpio di 

troppo larga moralc- 

Su dunqne, e con tutto i! ooi'ag'^io b' iiiducit 
imohc il mio Opponente a chiomare vergognoso, e 
ndicolo r esposto artificio, daodo luago al rifle-sfiii- 
<;ho la metamorfosi dei numei't dal concreto ail'u- 
Klratto, non solo è un mszeo, o un ripiego ardito (co- 
me dissi e non me ne pento) ma di più à temerario^ 
come, incalzando T argomento, io sostengo, perchè 
ò una vera temerità spacciare uno. frottola, una 
ripiritosa (che dico spiritosa ?) una bìsA inveozìone. 
E falsa di pianta, io sostosgo, perchè tutt^ altro- 
ché nel passare dal concreto all' astratto consiste 
quel reale lavorìo che fa la mente per pienamente 
convincersi, che 1' alternamento in tutte le propor- 
zioni è permesso. 

Ben facile infatti è l'accorgersi, che il meziio di 
rendere soddisfatta la mente è tutt' altro che ob- 
bligarla a passare dal concreto all'astratto. 

?e data per esempio hi proporziono seguente, 

Gr/hMiii 4 mm contenuti ti-e mite in grmu^ 
ìnì..fri„)i: Lii-e -20 cniU'uiute .m'an ter. r.oUe ni Lh'e 60. 

(Jssiu . . -1 : I-J = ì (il) 
HI-, Jii (liijd) dopo averla alternata, scrivendo 

. . .1 : 20 = Vi : 150 
kì por^istesso nell' idea, elio anche nella ]Hvjìioc- 
yJoue altiM-nata il risultato di 20 diviso per 4, e di 
60 diviso per 12 esprimere dovesse il quanto volto 
il 4 grammi c contenuto in 20 lire, e il 12 grani- 
mi in lire (iO, si olTi-irebbo alla [uontc una impos- 
sibilità, che benissimo l'Alessandri cliiamaffjffmWi* 
dì confronto fi'" ilv.e grcìiiìpize eterogenee: ma lit 
mento non si trun'inilliz-a già col dirle; questa. 
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assurdità non ti sarà posta fiìi i-n. eeidenz-a, ae 'fatt» ■ 
per un momento astrazione dai grammi e dnlle h're] 
considererai che in astratto il 4 ò contenuto i!i 30 
tante volte, fjuante il l'i in tìO. No: nella propor- 
zione alte mata 

4 I 20 = 12 : eo 
la mente vuole riconoscere una espressione in cui 
non g-ià posto non sia più m ecidetiza, in cui cioO 
nascosto rimanga un assurdo, ma un' espressione in 
cui limpida apparisca la verità. E quale è il lavoro 
che fa la mente per giungervi? Giacchfi V opportu- 
nità mi si oSre, eccone il dettaglio. 

Affine di bea tener dietro a quella serie di giu- 
dizi che fa la mente per essere convinta della am- 
missibilità dell'alternamento in tutte le proporzioni, 
mi giova dare principio da un rilievo che io debbo 
alla gentilezza di un mio carissima amico, il Prof. 
Biasini di Pistoja, Nel manifestami egli l'utilità 
che aveva sempre trovato nella istruzione data ai 
suoi Allievi a tenore dei miei principi, notava tra 
le altre cose l'importanza somma di niiella distin- 
zione, che all' Alessandri sembra una sofisticheria, 
Kimarcava come naturalmente essa porta a rico- 
noscere il duplice scopo della divisione, elie nella 
stessa definizione ho io creduto necessario di espor- 
re, la ricerca cieè o del moltiplicando 0 del mol- 
tiplicatore ; e qui mi faceva dono d' un avverten>;;i, 
clic io non aveva mai &tta, sul diverso valore di 
due parole, le quali indiffèrentemente sempre eranu 
etate da me riguardate ed usate come sinoutme, 
qnozleiilo* 0 quoto. La parola quoiiiente fqiio— 
tiesj dicevami, dove essere stata introdotta per 
esprimere il risultato della divisione, allorchò essa 
ii diretta alla ricerca del moltiplicatore (numero 
indicante ripetizione) dato il prodotto, e dato il 
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-motti pi ìcaado, che è il numero indicante oggetti. 
La pai-oiii qm(o e anche qaoCa (da qaotj per eapi i- 
mere il vtsultato della divisioue, allorché, dato il 
prodotto od il molti plicatoi-e si cerca il moltipJicando, 
■si cci'ca cioè quul mimerò indicante oggetti, che 
esprime la porzione del dividendo tante volte di 
csdo pLii piccola, (juaute sono le unità del molti- 
plii^atoi'e. Questa osservazione è giustissima; od io 
da ijui innanzi no approfitterò sempre, ben cono- 
Bceudo quanto l'esattezza del linguaggio influisca 
-all' esattezza delle idee, e perciò quanto utile sia, 
che ciascuno del due risultati, cui può recarci la 
divisione, abbia un nome esciusivamente suo pro- 
]prio. Rifletta, iutanto qui soggiungere mi piace, 
rifletta il prof. Alessandri sul qmt, e sul qvotm; 
e vedrà come il linguaggio giustidca quella distin- 
zione da me neir insegnamento introdotta, e che 
egli disprezza. 

K dalla divisioue passo Facendo all' esame delle 
parole rapporto, ragione, propm'zione, atttiA)^ia,pia- 
c.emi qui recare le precìse espressioni, che traggo 
da una carissima del lodato Amico in data 15 Mar- 
zo 1870, 

« /^njiji'iìi'i è il ri:iultato del conli'unto di due 
« •£tniii[u/.y.c omoyiiiioc, il risultato luimerico della 

« ultra villi s'iniiiu'tte, ai sopraiiiiiiutlu, (^i iiijrta rio- 
« pra) aita jinaia per ottenere il <|iiante volte vi è 
« contenuta: è <iueirolcmcnto ciie nella moltiplica- 
« ziono chiamasi moltiplicatoi'e, nella divisione qno- 
« zieutc. Cosi si dice il rapporto, e non la raprinni! 
« del diametro alla circonferenza, della sl'era al 
« cilimlm circoscritto ec, 

« Ear/mie è il risultato della divissione di duo 
« gruiidcKKc eterogeneo : e qnell' elomento, che 



u nella iiiolti|jlicaziotKicbÌBin»aÌmoltiplicao(lo,uell» 
« (livisioiie cliiamasi quoto. Così si dice clie um 
« capitale è impiegato alla ragione (e non al raj)— 
« porto] dell' i pei- cento ; e così dovrebbe dirsi, 
« cbe U velociti^ è la. eagione e non il rapporto- 
« del tempo allo spazio, è cioè U fiesima parte 
« dello spazio ec. 

« Pm^i-aioM è V egn^ltanza dì doe rapporti. 

« Ànaloffia^ eproporzìOHe alternata, è l'egua- 
« gtioma di due rag-i(mi. 

Così toroaddo al poco fa citato esempio nella, 
fltjgueate proposizione - jFmmm* 4 a grammil2, coi- 
rne lire 20 a lire 80 — abbiamo una proporzione. II tre 
ToUe (elle è il quoziente e non il quoto) è il valore- 
dei due egiiiili rapporti ; c se si cercasse il quarto- 
termine, esso non è che il terzo teriniue indicante 
oggetti moltiplicato pel quoziente della prima ra- 
gione, moltiplicato cioè pel risultato (iella divisione 
del secondo termine pel primo [a] . 

Nella .sefjiiente preposizione poi — ffrcnn'n 4 a 
lire 20, carne ijrunviai 13 alire (10 si lia la proporzione 
superiore alternata, ossia 1" analogia. Il //j-e ó, quoto 
(e non quoziente) i"' la pnrzioue delle lire che cor- 
risponde all' unità eterogenea 'gramma nel caso 
nostro' ed [- il valore eguide delle due ragioni, 
risultante la prima dal termine lire i?tl reso quattro 
viilte ]MÙ ]nri-ulo, la seconda dal termine lire (iO 
w.Y,<\ i)iù |iic('olo dodici volte. E se si cercasse ìi 
quarto termini', eri.so non è che il quoto della pri- 
ma rat;-i(in''. rlie >- un nniiKTo di lire corris poiideiilc 




|iur nvomaiiM, ma por uinoii* \\\ qiidl' ulilinaiinD uiiirnriniui, la. 
ifiinli: rìcliiede, eli* la raimolu ilclli' prspormni rnn i}u«Ilti .nnio— 
ni7xi cli« *i UM nelle prngrcnioni. 
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ad un gmumo [otteouto col rendere il aeooudo ter- 
mine ÌH) lire quattro volte |hì piooolo) il qu&le 
viene mioltiplioato, ossia ripetuto tante volte, quanti 
«me i grammi 13 die oostituiscono il terzo tenni- 
ne. Uaiamo tosomma, per ottenere il qa»to termine, 
usiamo di quel metodo, ohe gli Arìtmetìet cbia- 
mauo nella regola aurea ridutiow àWmt&à. 

Divìdendo tn&tti Ure SO per 4 otteniamo il & 
lire oorrispODdente ad un grammo ; ed eoco il quoto 
della prima ragione; e ripetendo poi 1S volte questo 
quoto lire 5 valore di un grammo perchè 12 sono 
i grammi, otteniamo per quarto termine le ti'ì'e 60. 

E dopo che In mente ha ben distinto dalla 
proporzione^ ta quale consiate in due eqid-gKOzienti 
indicanti tJo//e, 1' analogia, che consiste in due eq^t'i- 
ijii/iti indicanti oggetti, essa, col solo ricorrere alle 
semplici proprietà dei termini della divisione, passa 
ad accertarsi, che coli' alterniimento la proporzione 
necessariamente ai converte in analogia, c V analo- 
gia in proporzione : si avvede che nella propoi'zione 
il quarto termine ai ottiene moltiplicando il terzo 
termine pel quoziente della prima ragione, e nel- 
r analogia moltiplicando invece il quoto della pri- 
ma ragione pel terzo termine : si avvede clie (otiia- 
mato <7 sì il quoziente che il quoto] si la proporzione 
che r analogia vengono espresse dall'utile formola 

ei avvede che il prodotto dei medi Qell' una e nel- 
r altra è ugnale a quello degli estreaii, donde quasi 
tutta discende la lunga catena dei teoremi ohe si 
verificano egualmente e nelle proponioni e nelle 
analogie : tutto insomma con chiarezza procede, 
c niun assurdo apparisce. 

Al contrario, se non afl^rrìamo bene l'ìdeit, 
clic nelle proporzioni il valoro dei rapporti è il quo- 
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ziente mompucami'O. e nciic aiiaioL'ic e li oitoco 
moitiplicanuo. se nou riflBiimmo per es. cue u va- 
lore dei rapporto grammi 4 a. grammi 12 è ii 3 
wiie: e u vaiare deiia ragione grammi 4 a are 20 
e non ii o coite, ma ii o tu-e. sa non apprezziamo 
in una parola quei le distinzioni, che lanmi credono 
superllue e sofistiche, e cne io creao necessarie a 
dai-si neua stessa definizione ueiia elivisione, come 
nona mia Aritmetica ho uaxu. a niKumcnte se non 
acquistiamo 1' abitudine a<t applicarle, allora si che 
l'assRRlo .si iiif;u;<-iii, e ni;d-i',uIo o-ni sforzo per 



y'iiiliiMi'C clic hi. siuldettii r()iiv(']-:ir,iii> dal concreto 

astrazione e motunionosi sterni aue laectuiuaii. iriac- 
chc tali Alessanuri dice cite bisoaneréboe aie jossero, 
10 non so intenaorio. Ciò uerò «envera perche « la 

sm mica [ms.'i-.i-'i) ri/ii''mi e dixroriìaarmneiiieuie 
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<ii Eucliae Ipagr. 4-4) i; u susienei-c. che neiiu tn- 
commensiirahilt non si amino rauiom. e panai aie 
{ih irrazionali som senni ani unpossiotle. ea espn~ 
mimo una non esistenza. Eglt impiega sei pagmo 
per combatterlo : ma tutti gh attacchi con i q^uali 
contniudiziouo iiei diversi 
egli riport;!, roadati 



erode di cogliermi 
squarci uei inii 
«ono tutti su i 
sistente nei ctp. 
quauiita mcom 
P 



I pr- 



111." EsiiiiiTn II \iH-ti stato ilcUa <iiitstioiie o i 
pn[ii'.in:iii errori, nm (juait con molti a itii Matema- 
tici uniche li prof. Alessandri è caduto. 

E I. Che egli mostri di essere couvioto che io 
non ammetta 1' esistenza degh incommensurabili, 
prova ne sia il tiirmi {pag. 427) « st persvadA di'! 
« e un errore l' asserire che non esistono » pro- 
va puro ne sicno lo sue parole (pag. 4SI.) « si dtrd 
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« c/te una qmntiià non si può misurare, ma nofs 
« </tà che non esista : » prova pure ne sia il dichia- 
rate che egli (puff- 429) « credeva trovare nei miei 
« scritti qualche argoinenio valevole a sostemre la 
« nnn esistema delle quantità ii-rasimialì ■ e prova 
ne .siano fiualmonte le sue raeravig-iie, allorchi.', do- 
po avei-e riferito un mio squarcio, die termina eoa 
questo parole « V incommerisurahle è come se com- 
mensuràbile Jbsse » stup'ifatto soggiunge « £ poi 
non esiste f» Con la quale energica interrogaiùons 
ci'ede cogliermi in contraddizione, povcbè qui solo> 
sembra che aiasi egli avveduto che da mesi ammet- 
te V esistenza della quantità ÌiicommenBarabile,la 
quale ( avvisandosi che io non sia mms sana in 
torpore sano) si è fitto in capo, cIh; (hi me ven- 
ga creduta impossibile. 

II. Come poi siagli venuto il destro di ci'cdere, 
che io uieghi la esistenza degli incommensurabili, 
tanto meno lo so comprendere, allorché veggo, 
citati nel suo articolo brani delle mie opere, nei 
quali in modo il più evidente è ammessa questa 
esistenza. 

Ed in vero quando il mio Critico vi ha letto 
queste parole « dunque la diaconale non può essere 
espressa da l/y, legittima conseguenza ben dicersa 
dàir altra errones — dunque la diagonale mojì 
esiste » e che queste parole abbia egli lette noa 
può mettersi in dubbio, perche ( senza prendersi 
cura di confutarle ) le ha poste in nota alla Sue 
della pag. 424, cosa desiderava di più per ben 
avvedersi, che nella mia mente le quantità in— 
commensurahili non stmo zero 9 

' Ed alloFobè alla pagina 426 ha riportato le 
altre mie parole a che V incommenmrc^^ rum dif- 
ferisce che -per nn residue ttnuissùno, ecc. » e come 
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mai non accorgersi che chi ammette quantità, lo 
quali dopo che si sono falcidiate rimangono qual- 
che cosa, ammette che esistono ? E se più sotto 
nella pagina stessa riporta egli altro brano, in cui 
viene espresso, che all' iìicommensTirabìle si sosti- 
tuisce una parte misurala, e come mai potea ve- 
nirgli in capo che io era caduto in contraddizione, 
e non rilevare piuttosto essere quelle mie parole 
una prova, che (non potendosi dare il sostituito 
senza ìl sostituendo ) io ammetto la esistenza, di 
quel sostituendo, che in Terima delle mie opere 
mi è mai venuta la bimarrìa dì negare ? 

ni. Passando ora all' intrins^ della quistione, 
comincio dal notare che ìl segno [/ detto radieaU 
indica un nimeró; ed un numero ( ricordiamolo 
bene } che ripetalo tante volte quatti sono le sue 
unilà, produce quél numero che segue immediatamen- 
ie il segno. Se questo è realmente una seconda 
potenza, per es. 9, il segno i/9 dicesi che ò un 
radicale razionale; e allora facciamo a meno di'l 
segno radicalo, e scriviamo 3. Se il numero alla 
destra di ^' non 6 ima eeconda potenza, per es. 
1/20, siccome il numero, che ripetuto tante vol- 
te quante sono le sue unità dovrebbe produrre 20, 
non osisto, noi ravvisiamo nel \/ 20 un segnule 
della impossibilità delia esistenza di questo numero 
produttore sotto la voluta condizione. 

Passo pur anche a far rimarcare che in tutti 
i teoremi e problemi relativi sì all' estensione, che 
Ad ogni altra sorta di quantità, net quali trattasi 
ài QgìizgXìsai'zs. di rapporti, ossia di proporzioni 
anticamente dette geometriche, ed egregiamente 
denominate di qoaàtoBte dal nostra La GnmgÌEt, 
la parola rap|)orto altro signifie^to nlm ha che il 
Spante volte »na gnantUi, a giucche dtìenninata 
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xtia p'trte (' nintenula in l'd (lUi-f. E" se a fjii'jsto'. 
rapporti) tu togli i! 'intnite colle, tutto Ut tufjli; 
comÌccìiò r i.'iiiiìK'iutu diillo proposizioni in cui Iriit— 
t;isi (li (juosti nippoiti, nini lia pin voi'iin sc-iiho. 

ificoi'dii iiioltn\ ulif (lnf ipiLiutità oinog-(?ueo 
si ilii;oii(i incnniiiH'nsui-aliili. iiiunido nò I' una di 
CHS-c, nò alcun;! sua parte; subnuiltipiu. sia puro- 
(ielle pii!i piccole immagiuabìli, è coiitenata osat— 
tamciitR nell' altra, cosicché manca la comune 
unità di misuro. Uammnnto che iu pratica, trattan- 
dosi di tali casi (li incommcnsurabiUtà, il Mate~ 
niatico si limita a ootai-e quanto volte un tennis— 
eimo submultiplo d' una delle due quantità preso 
per unità di iiiif-ura è couteintto nell'altra sino al 
punto in cui, luoi'où riuestii mii;i.ii'ssìv(i //orlar la 
misura sopra V altra iiuautità, si g-iungc; ad un 
avanzo minoro di'lhi tcnuissinia niiità niisuratrice, 
e considerando qucst avan;;o (;iimi,' ti'ascnraliile, si 
contenta di prendevi' la y-n-tv misurala iu vece 
del tutto incominiMisuvabili?. appunto perchè 1" e- 
-satto ra]i]iorto tm T una e f aitia i|UiUitifà incom— 
nu'iisnraliilc ii<in esisti.'. Per la mm esLsti'iiz;i. |)er 
!it nianeunza assoiiila di t]ncsto rapporto, nssia ili 
questo m'i/ìerii i/i rolfc. cIk; ruiiità uiisnni dovL'cb— 

esprimere dovrebbe la quantità. K la quantità in- 
tanto è inconunensurabilc, ossia è inesprimibile in 
numeri relativi alla data unità, in quanto è Ine* 
Nislenle il rapporto. Se questo, esistesse, la quan- 
tità non sai'ebbe incommensurabile. Rapporto ed 
incommensurabilità sono due idee incompatìbili. 

Dire dunque dobbiamo iu senso assoluto che- 
gli incommcynrabili non hanno i-^porto, c non 
già che r bauufkttina inesprimibili iit ntmteri, co- 
me in molti trattati anche classici leggiamo, giac— 
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chò .1 cosa che. non i! non possiamo nè tribnii'c, 
III- ni'gai'ii pi'Opi-ietà. Ed in voi-o al non l'siMCi^nti'. 
M i-ii^'Dir non conipiitoiio iiciniiKino ìc. ijualitù iic- 
frativi'. Hiso^'iia o^siM'o p<!i' essi^vc in grado di non 

K dopo lii osposiziono di qniiwti,: vi'rità incon- 
ti-astaliili che in ^^ari modi mi è piacciiito il ripe- 
tervi sino alla nausea, appunto perchè vada a nan^ 
sea r ostinazione di negarle, chiaro apparisce l'er- 
rore di chi confonde colla quantità incommcusu- 
rabitc, e quindi inesprimibile in numeri il rapporto 
non già inesprimibile ma loeslstenle Hinc nel 
Prof. Alessandri ( e credo di non ingannarmi) Mnc 
prima mali ìtibes: qaì la sorgente di tutti gli er- 
rori, che nel suo scrìtto ha commessi. Le quanti- 
tà incommensurabili, e perciò inesprimìbili in nu- 
meri, che tali sono per V IneNlMenza del loro 
rapporto, non possono coli' ìnosìstento rappoHn 
confondersi. Quindi ammottoi-o l' usistonKa delle 
([uiuitità iiK.'sprimiliili in numeri li non già un am- 
iiii'tti'vc aiKilii' nipjioiti iiiospi-imibili in niinion : 
aiixi ;iir oii]i(*sf(, .,M,pn;uH,-ii|-c un ìwg:u-i- la .'si- 
Mmz-.i di cs.M. \ ìr.-vrrs;i negare V esistenza del 
l'Lippovto iVa due ijii.mt.itìi non è nn negure. anzi 
è nn ammettere 1' esistenza degli incommensura- 
bili. I.a inesistenza del rapporto di una iinantità 
n-^petlo ad una data unità, e pei' l's. della diago- 
iialc rispetto al lato del .suo i^uadrato, non distrug- 
go r oHistt'nzu delia quantità. Questa inesistenz-a 
porta r iuesprimibilità della diagonale in numeri ; 
ma tanto è lungi dal distruggerne l' esistenza, 
della quale col solo gettar l' occhio sulla . Sgura 
ne abbiamo la chiarissima idea, che permette an- 
cora possa essere espressa in numeri quando ven- 
.ga riferita ad altra unità. La diagonale mn per 
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cs, la quale è ìncommeiiriurabile con il lato *( a, i> 
d'altronde esattamente '/,, se venga presa per iinitìi 
la diagonale vi c del quadrato 
costruito sopra il lato doppio 
del lato « a al di cui quadrato 
essa m n appartiene. Non si 
contraddice perciò ehi ammet- 
te l'esisteiuia degli iocommen- 
surabili e ne nega il rapporto : 
cade all' opposto in aperta contraddizione colui che 
ammette essere espressa la quantità incommensu- 
rabile che realmente esiste, quale è nel nostro caso 
la diagonale m, n, dal segno 1^2 che è destinato 
ad esprimere la non esistenza del numero che do- 
vrebbe determinarla relativamente ai lato preso 
per unitit. 

Ma se la inesistenza del rapporto nelle quan- 
tità incommensurabili è evidentissima ed innegra- 
bilc, come è avvenuto ed avviene, che in queste 
un rapporto inesprimibile in numeri sia stato, t: 
venga comunemente ammesso tiitt' ora ? Mi sia 
lecito fare in proposito qualche riflessione ideolr>- 
gica, giacché lo studio delle cagioni che hanno 
condotto la mente ad errori è dal commetterne 
un preservativo anche ai più eminenti scienziati. 

Spesso nel discorso si usano locuzioni positive 
per esprimere ima negazione. Cosi al modo stesso 
che in una divisione in vece di usare le espressio- 
ne « non «' è reaidw) » dìciuno « il residm è tero » 
cosi in vece di dire rapporto usiamo 
la espressione « U rapporto é inesisteate ». Ora que- 
sto modo poùtivo £ esprimere la non esistensa 
coir addcKisare all' attributo quella negazione, la 
quale à suole ( che che ne pensi Tracy ) premete 
tere al verbo, è cagione tidvolta di inesattezze. 




Digilized by GoOgIc 



Una tal locuzione ci permette di esprimere affer- 
mativamente ciò che dobbiamo negare; ed auto- 
rizzandoci a dire « dò che è inesittente difetta di 
ogni proprietà » dire ci permette pur anche « il rap- 
porto tra gli incommensurabili, siccome ìwìi esistente, 
è anche inesprimibile in numeri n Così dicendo, non 
v'ha dubbio, non si la che esporre una inane iden- 
tità; poiché, essendo il rapporto un quante volte, 
e perciò un numero, dire che il rapporto inesi- 
stente è inesprimibile in numeri è dire, che il 
numero non esistente, ossia il non numero è inespri- 
jitHile in numeri : e «gratie della mliiia» potremo 
sentirci dire, ma non potremo essere imputati di 
errore. Questa espressione dunque di rapporto ine~ 
■sprim^ile in mmm, finché vi rimane associata la 
idea della sua inesistenza, esprime un inutile sì, 
ma tollerabile concetto. Avvenne però, che alla 
espressione «rapporto lacs/ir/m/bile in numeri» sì 
tralasciò di aggiungere spesse volte il motivo della 
BUS inesprimi bilità in ntmieri, che è il suo non 
esistere, e mercè dì questa i-eticenza le parole, che 
esprìmevano un'inane identità, l'espressione di- 
vennero d' un riprovevole assurdo. L' idea della 
esistenza d' un rapporto portata nella mente dal 
verbo I", più non essendo distratta dall" agg-ettivn 
« IncslMlenle » vi rimase impressa: ed intrusa 
così di soppiatto, portò alla contraddizione di sup- 
porrò esistente quel rui)portn che dobbiamo negare, 
giacche è per la sua inesistenza che gii incom- 
mensurabili sono tali. SdrucoioUta così nel rappor- 
to quella inesprimibìlità in numeri che a rigore è 
propria soltanto delle quantità incommensurabili, di- 
menticata la verità della sua inesistenza, fìi facile 
passare all' errore conchiudendo che, se U rapporto 
è ine.sprimibile, dunque è qnalcite con», e 



r idea <ii nncsta osisfeiina abliarbicò iii.'ll<3 lueiiti 
le pii'i jjrofoiid*! radiai. A faviji'in' poi questa falsa, 
credenza, e reuiiei'O imiavvortito V errore, ediilrihuì 
il non recaro esso alterazione alcuna uei risultati 
di'l calcolo. 

Frattanto della mcompatibilità del qmnie toUe- 
con le quantità incommensurabili Euclide sì era 
bene avveduto; e se ai consìgli avesse aderito 
della logica naturale, eradiare avrebbe egli dovuto 
' gli incommensurabili dalla lista dello quantità su- 
scettibili di rapporto. lu vece che cosa egli fa ¥ 
Caccia via il ^ante vdie, unica idea annessa alla 
parola rapporto, senza la quale idea perdono ogni 
significato (e imprimetevelo bene nella mente) per- 
dono ogni sigrnifiuato Illolti^Jsimi teoremi e proble- 
mi geometrici, per int'iistrai-e HOtto quella parola 
ritpiifirtn l'e dico sotto l;i pìntila. e ikju sotto I' idea 

Hiihlimo lav[>ro. ed ercoci alla cvH-Iire deliiii>;io- 
iKi teriia del smi libro quinto. Prima di lui tutti i 
(ìcnmcti'i ainmetiovaiio, elio il rapporto fonsiste.sse 
come si è detto, nel qvmìle. toUv, umi quantitii, u 
([uuli.'lie sno submiiltipl.i l'ossi' oouteuuto in un 
altra : Euclide rende vuota dell' unico suo signifi- 
cat.(] la parola ri'jijMidu, e ci dice che desso e mia 
vélavione tra due //runde::e (iMOijcìicf ni nri/inr olla 
loro qiutniità. E poiché la parola rehi/iioiie nulla 
di determinato ci oJFre, negatemi un poco, se vi 
dà r animo, ciò clic ho altrove espresso, cbe Fn- 
clide nel libro V. guasta U definitùini per sostentre 
degli assurdi. 

Tolto poi cliQ egli ebbe alla parola rapporto 
1' unico suo significato ; è ben evidente cbo trova- 
re si dovette iu gravo imbarazzo nel render conto - 



di'lli; [)r(n)orKÌoiu. dell" og'uafrliaiizu cioè dei rap- 
porti. OSSILI di'ir i'f;-(iug'liaiwa eli quolk' ix'hinioiii cho 
iiOiL si sa in cìh' consistono. E olio la Cii'li iu tali 
iiici'.k'uti i Cnijitin' emifngere dico Clavio, coniccliè 
sia uii partigiano di Euclide, è costretto, sebbene 
isen-ia prò, e solo por illuderò, è costretto a ricor- 
rere alla proprietà degli eqimoltiplici, la quale per 
lunghissimi andirivieni ci reca in fine a ciò cbe 
ti si sapeva, o si poteva con una sola facilissima 
avvertenza dedurre. Ed eccoci alla non meno 
celebre quinta definizione del suo libro V. (ff). 

mentre pero questa definizione delL'eg:uagiiau~ 
ita dei rappoi-ti non piacque nemmeno ai suoi più 
(levoci: nienuc mconiro la disapprovazione di Ga-- 
IiR'o. 0 11 fremilo aecii arcuali luseirnanti. ai quali, 
(luasi lessero automi, si avreubc la pretensione ai 
farla oomparire, vik' quarzo ^\\v.\\ .\ eonio .111 pre- 
'/M^n rliuniaiite, moutro del pai'i dm M.it-'iuatiei 
tutti nella definÌKÌ0Èie del raiipoiio ;esn ìnfoiiolu- 

ilisei-iTa I i(ie:i nei m'iiili'' nnif. la umile nern vi 

persisroiio aiioont noli' eiTore di nd'ottare la deH- 



ysprimc. .su »l rapporlo =L iidnUa l;i ; 
signiiicaio che non i-- queiio ciia c 111 
giiania dei rapporLi o ragiooi lacciaoi 
ta degli «juinOKipiici 1 dcGDiztone fi- 
di tuiie quanto l« appiicaiiODi che de 



L'bsu 0 .^ouiiiifso 1^ il qaaaic 
i inlL'iiiiu Iu d 1 IT..' ri: n za : nulla- 
la di-liniiioDo 3° ed ha un 
crossa che oubiu. 11: 1' egua- 
I conaiglere 10 quella proun»- 
< che non e affano 10 tcopo- 
teoremi generici racciamo. 
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che trattasi degli incommensurabili, persistono 
cioè nel i' ammette l' e, che :LHL''ie in essi osista un 
rapporto; e fissi portinacemcnto nella idea che 
questo rapporto vi debba essere, e d' altroade pie- 
namente caDTÌnti, che non può consistere nel 
quante voìte, gii sostitniecono in compenso dello 
spoglio fatto da Euclide di questa idea, 1' unica 
che possedeva, gli sostituiscono un quid gmerico^ 
occulto, mistico, tushitloso, oggettivo e non soggettìBO^ 
co. ec. Questi epiteti sono tanti attaccagnoli, cui 
taloni per troppo rispetto all^ autorità, altri per la 
difficoM che si prova dì rinunciare a inveterate 
abitudini, ostinatamente si appigliano per sostene- 
re una massima, che prima credevano vera, e che 
titubanti ancora vorrebbero non riconoscere assurda. 

Eli io generoso voglio anche a cotcstoro Te- 
niritenza concedere di questo quid misterioso. Ma 
dopo questa elargizione, dispensarmi non posso dal 
iare ad ognuno di ossi questa dimanda. Dimmi: 
quando in una medesima tesi ad un vocabolo sì è 
dato un significato, nello .-^volgimento o nel fiuc' 
ti è permesso di atììbbiargliene un altro? io credo 
che, sebbene contro questo canone logico molti 
esempi si trovano ni>] \' e VI libro di Euclide, che 
vengono ciò nulhi o^tuntc vmit.ati a modello, 
tu mi dirai: nò certamente: e quando ciò mi hai 
tu concesso, dimmi ancora, ma sii sincero, dimmi 
i felici risultati che ta ottieni, e in molti teoremi a 
dimostrarsi e in molU [Voblemi a risolrersi, se dal 
princìpio al fine al ripudiato gmnie txtUe tn sosti- 
tuisci il tao ^tUd. 

itelativamente ai teoranl, se in tutti quelli 
nei quali occorrono proporzioni, al quante volte so- 
stituisci quel tuo quid prediletto si nella conse- 
guenza che neiU' enunciato, tu di malincuord ti 
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trovi (ibbiigatjj a Uiitni (ed io lodo la tua ingiì- 
iiuitii) che al modo Ktosao che più non intondi cosa 
fi accingi a dimostrui-e, cosi giunto al Gloria del 
tuo salmo, ben ti accorgi, che il jaorf efat demos- 
trandnm pt<i- necessità non è dimostrato. A mò d'e- 
sempio, elimina l' idea «lei quante volte in questo 
triplice interessantissimo teorema. Neiìe/iffure si- 
mili i perimetri sono gli uni agli altri Mm«-b loro 
linee omobffAe ; le aje eome i quadrati ; e i Mlumi 
0ome i cubi di esse e poi dimmi le precise ideoT 
cbe ti si SODO presentate m«ite. Tu aROssisoi? 
Ho capito. Questo rossore ha ìn molti prodotto un 
ottimo e^tto. È cessata V ostinaeioiie. 

E relativamente ai problemi nei quali pa- 
rimenti le proporgli uni hanno hiogo, togli dal rap- 
porto il quante v»l(et e poi dimmi, se ti dà 
r animo, qual' è il ragionamento che accompagna 
ìe tue soluzioni. Negli iucommensurabiii ove è e- 
videntc che il quante volte manca, credi tu neces- 
sario dovervi in sua vece almanaccare l'esistenza 
ili un qualche altro qvJd, quasi che senza di esso 
la soluzione dei pi'oblemi fosse impossibile? Questa 
essere sembra ropiiiiom^ diiL Prof, Alessandri, giac- 
ché alla pagina 425 mi olibictta che « a/ninHati 
« i/U irra: /'anali, una i/mn, /mric della Geonìelria è 
« j}ei-d)ita delttittH M Un ri il circolo : trovila dia- 
« (joìiale del qnadroto con'i.'irendo solamente il lato.... ' 
« seyiMi tener conto <ldh: quantità meoumenSttrtìiUi » 
Ed io gli rispondo. Se per incommeasucabili egli 
iutcndo lo stesso circolo, la stessa diag^oiiale, ec, 
non ha dubbio, che annullate queste grandezze, 
non possiamo misurai-le, perchè il nulla non si 
misura. Se poi con Io parole annullati grli incom- 
mensurabili, intende dire riconosciuti (come io gli 
riconosco) por non esistenti i loro rapporti, che in 
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.altro non potrebbftm cotisistiM't^ elio in <|iio'iiiimi'rL, 
.i quali il seguo radii;ak^ indica dotati di quella 
proprietà che per mntt'mutica l'vidfMi^a vii'iic c- 
. schisa dal numero clic è posto dopo il segno ra- 
dicale, in tal caso non abbia, dilEcoitù veruna di 
meco fionvcnire nel neg-ame resistenza. Non tema 
per uulla elle questo amiullamento mandi in rovina 
la geomctcia. c si calmi, e viva tranquillo, che mi- 
tjurara potremo il circolo, la diagonale e ogni altra 
grandezza incommensurabile nello stessissimo modo 
con cui lo misurano tutti qfK'lli, che liaimo fede 
nelle esistenza oi 'lulii elic non c il quante 
volte. Ogni panico tinion', uyni inelaueonica ap- 
prciision'' svanirà di saa mente, se si porrà a ri- 
lli'ftcì-i;, clic a i'Ì,l;-oi*c non è il circolo che SÌ mi- 
>iiiM. (] hi iliagoiiali.', ce., ma sempre v.a'àqiimtità 
.it-sut-ahilr pi-osatmi! 

Kd infatti. lUlorclii'. ]ir"SLi ji. c-^. tii ww.w l:i 

iiii o|i(;nu'c a Iciiin-c del -i-iciìcarn dei l'aiiicali ir- 
nizioiiuli (■oiitcìiiUi ii'dia runii.iia d'dl:; pcnlcriu, 
{resinane l'uisi' ijiic' i.all" iliilic;ivci 1' illipoMsi- 

ìiilitù ili'i luiiiu'i-o clu; jici' roii'.'raKioiH' ili essi in- 
dicata dovrebbe risultare i li quando yìiinyianiu 
itti ftttencrc con Archimede o più oltre spin- 
ji'CTido r ojieraxicm; con Ailriaiie Mexin eltenia- 
ino questi due numeri espi-icmii'i ■'■i,--!' pe- 
riferia incommensuniliile, ovvilo una qnuìititJi iiii- 
siirata, die di pochissimo dalla periforiii (iii'ferisce? 
Niuiii) potrà negami che il primo niimcvo esprìm,', 
il perimetro del poligono regolare di fl6 lati, e dì 
3372 lati il secondo; c che nemmeno esattamente 
.sono misurati dai detti numeri questi peiimetri 
stessi, ma in vere misurate fi seno qnantitii pros- 
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tìimo a Ioni, piM'c'lu'' suiLii iiicumiin'ii«ii!'a)iili anche 
essi. Le iiiisiiri' duiii[ue die otteiiiaind della peri- 
feria, e 'iiiindi del fiirulo, e cli tutte le f,'i'aiiiJez/:e 
ìucoiiiiuuiisurabili dio la Geometria ci olfi'e, sdiio, 
misure d'una quantità proHKlma airincomnicii- 
Burabilc, per ottenor la quale noi operiamo su i 
numeri che andiamo successivamente trovando pei' 
mezzo dell'operazione cho il seguo radicale ci in- 
dica; c pei- eseguirla non abbiamo aiEitto bisogno 
d*scimottei'e la contraddizione, che tra gli incom- 
mensurabili ( pei-ileria pof es. e diametro ) esistii 
realmcute un rapporto. E se iu lincea ili tutti È 
l'espressione « !! rtqijtoi-la ^ì-a la purìfei-ia c il dia- 
metri} « no» fo in irià lu nionoma opposi/iioue; ma 
anzi (iicliiaro, clie 1' (■■^l'i-essioue è plaiisil)ilis>;ima, 
perchè i-eij^fa cnurr seii^^ibile |inn all' iiiciniLiTnin- 
suraliili- sostituirsi ki [liirte misurata. Questa ili 
fatti nuM \\ liillerisce, die ju'r un resiiiiai. elie non 

reiidei-i.' |ins^iaiiiii. In Ciìe a ilire ci lia ìUiro;-i;ix.ijti), 

che r/«fv,«/«"/j.v/',v't<> cuM- «' 

fosse. 

(Jualoru imi il Prol'. AlessL'.ndri tosse iteli;) opi- 
nione che liiistiisso il credere esistenti reainn'iite 
le (quantità e.-^presse dai scarni irrazionali per aver 
la misura «Malta della diagouiile, del cìruuto v. 
(per starmene al suo esempio pag. 424) per ave- 
re la mistira esatta di quella estensione di terreno 
che è media proporzionale tra 1 e 3 ettari; e clu) 
sarebbe K 3, se |/ 3 esistesse, si ponga all'opera; 
e se a lui basta l' i^nimo di otti^norla o ripct<'rla 
tanto volto quante sono le lettore della mia dis- 
sertazione, io gli fo generosa cessione di tutta la 
superficie che ne risulterebbe e voiTcbbe data ii 
me in dono. Mi spiace però che mentre egli 
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cEede che quest' area tuie sarsbbe da potervi se— 
miiiBre gaa parte di tutto quel frunieutQ, ohe »l 
Re d«Ue Indie otiiese il dunoso bramino Sessa, 8Ì 
avvedrebbe, che ta sua eateusiooe iton si presta 
neouneno alla 8emtDa;EÌoae dt un aempUoe granello, 
pQrdè il terreno espresso da 3 è zoro; e zero 
ripetuto quante volte gli piaccia è sempre ìiero (a). 

K se per evitare quel molestissimo zero, mi 
dicesse che si contenta di fermai-si iiella cstruzioue 
della radice per es. ali' 1,7320508, questo numero 
allora, io dti-ei, non è K 3, cui si vorrebbe donare 
esistenza. Me ne ta avvertito quell' idtìma oriz- 
zmieìe fila di cifre che trovo nella pagina ove 
ha eseguito V operazione, e clic ogit stesso mi 
dice che -si uliiama residuo. Dunque il numero 
1,7320508 l'i la partii iiiisiirsita della diagonale che 
alili liiagoualc soHtitiii?;ce anch' egli al pari di me 
che noti iio la faUa credenza che 3 esista. 

Or se tanto quelli clie contraddicendosi ammet- 
tono che i segni irrazionali esprimono 1' esistenza, 
quanto quelli che ragionando ammettono che essi 
segni esprimono la non esistenza, se, io dico, gli uni 
e gli altri fanno ubo dei medesimi metodi, e giun- 
gono ai medesimi risultati, perchè e gli unì e gli 
(a) Ed io vero preu pw uniti dì mttura la quarta parto del 
diametro, ed elevata alla astremiti di ossa uoa ordinata, è per geo- 
metricbo dimostrazioni innegabile cbe il suo quadrato è 3, è cioè 
precisamente tre volto il quidroto cretto sulla quarta parte del dia~ 

Certo L- puro chi 1,7390508, clie otleoiamo col metodo della 
estraziano di radici per approssimaiiono dal 3, ù quella linea miau- 
nUi la quali! non difTeriscc di un liccimilionesimo dall'ordinata ìd- 
commcnBurabile. ma nou u 1' ordinato; c il suo quadralo non È 3. 
ma è una Trazione spuria proasimiiisima a 3. E so iadoGnitamonte 
proseguendo 1' ealrazione, la frazione spuria che alzala a seconda, 
potenza dia 3, non esiite, non esUle dunque l/S; e se ciò c)i» 
non eaiate i lero, dunque [/ 3 ò zera. 
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alti'i si contentano ili prendere, notateli bene, il ml- 
snratu pel non itiisurabile, e come non ridere 
■ti i pÌLif5-nintei die più volte mi si sono fatti in- 
torno alle rovine chi) iìixudrebbcro alla Geometria 
col privarla del rapporto tra le quantità iiTazionali* 

A vincere dunque questa ostinata credenza 
torniamo ad esprimere con altre parole lo stesso 
concetto. Il rapporto tra gli incommeDaur&bilì da 
me si neg'a, perchè per ipotesi essi non 1' hanao; 
ma Doa si nsga per questo la loro esistenza. Ne- 
gare resistenza d' un numero che esprima la data 
grandezza non è un negare la grandezza ohe da ve- 
mnnumero diana data unitit non può essere espres- 
sa. £ perciò allorché leggo nelJ' articolo del mio 
Opponente (pag. 4S&} questo brano « La 8tfa»\ma 
« àA rifiuti degti irrasiònalt', a cui non so intendere- 
« at« cosa '3 JS^. PwgotH possa ù voglia sostitmrt » 
la parora stranma mi porta a pensare quanto 
grande stranesia quella sia stata di poter sup- 
porre, che un uomo non mentecatto, quale io mi 
credo di essere, negare possa 1' esistenza di 
quelle quantità irrazionali, la cui esistenza di 
ammettere mi è d' uopo per potere asserire che 
di rapporti sono prive. E quanto grande str3nez;?a 
quella pure sia stata di non intendere che nei 
calcoli io sostituisco agli incommensurabili ciò 
che vi sostituiscono tutti, quella parte misurata 
di essi cioè, che vi differisce per una quantità 
trascurabile. Ed in fine conchiudo che, essendo le 
sue fróccie tutte dirette contro la negazione della 
esistenza degli incommensurabili a me falsamente 
attribuita, sieno esse aguzze quanto si voglia, io 
godo di non esseme il bersaglio. 

Ciò premesso, d' uopo non ho di esporre alcun 
che in mia direna. La lettura però delle pagine 



427, ^9 mi porta a fa^e qualche parti(!OLa- 
Mggiata oonfutajiionQ dei principi cho vi sono 
contenuti. E prima di ogni altro mi spinge ad. 
indurre il Prof. Ateesandri a profittare, delle veritÌL 
geueriche già da. ma dimostvate, .ed appUeradole 
al caso p^icolare da lui piopofitomi, avvertire 
beae prima di ogat altra, cosa a non conffflidere. 
la.dìagODalfi del quadrato con la radice di 3, la. 
quale ( fatto il lato, eguale ad 1 ) dOTrelbe es-. 
primaria. Abbia la pazienza di riflet^ro che quan- 
to evidente è la esigtenza della diagonale ( nè 
io mai sono stato così pazzo di negar fede ai 
miei occhi per non ammetterla) altrettanto è evi- 
dente la non esistenza della radice seconda di 2. 
La diagonale, che è una grandezza geometri- 
ca, per aver l'idea della quale non fa d'uopo che 
io pensi se siavi o no frazione del lato che possa 
misurarla, è una cosa: il 1/ 2 numero delle unitii 
frazionarie che dovrebbero esprimerla, e che non 
esiste, è un altra. Chiumata D la diagonale del 
quadrato, 1' espressione D = i/2 [e dicasi il me- 
desimo di altre simili) è un eguaglianza che ut 
chiamo condisionale^ perchè il suo vero signilicato 
ò che la diagonale per geometriche deduziooi 
sarebbe uguale a |/ 2, osaia sarebbe espressa 
da |/2 se |/2 esistasee. > 
Ma poiché la radico di 2 non esiste, la parola 
ìrraeionàle data a questa radice di 2, e cosi a 
qualunque altra radice inesistente di numeri noa 
quadrati, come pure il segno )/ 2, e cosi i/" 3, 
I/' 5 ec. , essendo segno dell' impossibilità di ua 
risultato, segno di un numero che non esìste, ne 
segue che sebbene talvolta necessiti farne uso nel 
calcelo, pure relativamente al loro intrinseco valore, 
al loro inesistente quantitativo, sono nulla, 
sono come la parola zero e il sogno 0, Sìni/ .wj-na et 



Digilized by Coogic 



- 35 - 



Voees (ben dicevami il chiarissimo Piofeiisore Biajri- 
iIi, approvando le mie osserva;;ionil si/iif signa H 
•voces. praetereaqve màil. Vero e pero, che «e ironie 
ség:ni dell' impossibilita di un risultato, c perciò 
.(ionie scffni di un quantitativo, eono nulla, nulla 
non 30110. se SI rifjuardino i^ofto un diverso aspet- 
to, nel senso cioy. che non e un nulla la mdi- 
eaxione di un operazione, la i|uale ci porta ad 
'<rttennre ni numeri una (|uaiitita prorJsima. e 
sempre più prossima col prof^redire dell opera- 
zione, a quella die esattamente non e misurabile, 
ma e contenuta fra due prossimissirae e mi.surate. 
'Quando pero (/ 2 si prende come segnale di 
cfaesta cosi detta estrazione di radice per appros- 
i^mazione, è a notarsi che, se si pnò ben dire, 
ladiear asso non il nulla, ma qualche cosa, si pub 
■ben aggriungere essere sempre vero che la cosa 
.cTie indica non e nna j>randezza. qual e la dia- 
gDnale D. ma «n operazione. Quindi prendasi pure 
.il- 1/ 2 sotto qualsiasi dei due aspetti, e sempre 
ifila ventà incontrastabile, che a stretto rigore la 
espressione « D [/ 2 » 6 un iL-^surdo. È una 
eguaglianza evidentemente impossilide. se m (/ 2 
y d im 1 j mt t t % rh 11 De 

qu t t l - 1 ili i ^1 111- 

. menti uKsuvda. se m [/ 2 riguardiamo il seguale 
.d una opei'azinne ; giacchi' tra due coso eteragenoe, 
quantità l^ operazione a farsi. non v'ò cguag-lianza (o). 

(a; i-.u cguagJisuzB non poireiuje Boucnersi, quend' saclie cisì 
dicesse cho figu rais mente por metonimia vuoisi per [/ 3 iDlendeni 
non r aperaiionc ma il suo linaio lisullata. (Jucsto infalli non si 
'lia, perché 1' operazìono non ha termine, c ci il» soltanto un vnlnrn 
prossimo, romo suol dirsi, JpÌI' inCOnimcr>Mii;il>ili>. r illcn rim;.- 
5n(j/ dirsi II per rammenlare elle per conven^ioiif, l>n rliniì. ,<iih.ii, 
si ii^n la espressione » valore prossimo Jull' iiicoiiiEiiL'iibiii^iLilc n m 
vece [|i •Tn.loi-e «cattissimo del oummeiisii- 
r-abile prossimo till'lncomniensiiblleii. 
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Bi questi due 9Ìg-uìfìcati a^nurdì ota cs;io»tL 
delia 0 =\/ 2, r adotti! to dal Prof. Alessandi-i, e 
da molti altri quello uoq è, die il 1* membro e- 
«pi'jma una quantitù e il 2" un' operazione, ma il 
meno patente, che cioè ambi i membri esprìmano' 
quantità. Appunto però perchè menopatettte,è fal- 
lo più grave. H credere che \/' 2 indichi una quan- 
tità e non V impossibilità di un numero che setto 
la voluta condizione dorrebbe e^rimerla, questO' 
prendere per una cosa stessa il segriele d' una 
quantità e il segnale del suo inesistente rapporto 
coir unità dà a molti altri errori facilissimo acces- 
so. E se ne gradite una prora di fatto, se gradite 
die ve ne mostri alcuni di questi errori die l'uno 
all'altro affini vi sceudono, eccovene subito quattro 
cbe io traggo fuori dalle sole due pagine 427 e 
428, Attribuite poi alla mia ingenuità, se coti e— 
spressioni assolute questi errori io vi dichiari per 
tali, il bugiardo linguaggio ripudiando del com- 
plimento che m'indurrebbe a premettere alla pa- 
rola errori le frasi « per qvonlo urne sembra '>'■ «.ve 
la pochezza del mio ingegno non mi fa travedere » e 
simili. E questi errori appunto perchè invalsi in. 
molti, e da molti publicamente sostenuti, vanno- 
pubblicam(>nte smentiti. 

I.* Errore è il diro (pag-, 427) « la radice di 
2 è maggiore di 1,4142136 e minore di 1,4142137.. 
Se 1/ 2 significa il numero che moltiplicato per 
se stesso dia 2, e non esiste, è ben chiaro che 
chi non è non può avere nrimeri prossimi nè mag- 
giori nò minori dì esso. La non esistenza esclude 
la prossimità. Le due esposte frazioni suole dirsi 
che sono radici prossime — Radici prossime ? Ha 
perchè f Tntt^altro che prossime, sono esse ìnvece- 
radici esatte esattissimo; e nella estensione sono> 
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^asi non prossime ma precise di due veri quadrati 
"isrossimi il! i|Uiidrato ilclla diag-oniile, che è 2. 

Il 2 dunfiue, numero esprimente il quaiirato 
della diagonale cui si approssimano i quadrati 
-delle due sopni esposte non prossime ma esatto 
Tadici, desso è il vero numero '/imh'C* che esiste tw 
i quadrati cretti su quelle due linee misurate od 
espresse dalle due frazioni soprascritte. Ciò asse- 
rendo però, non pretendo già di negare che Qué^ 
.«te due linee n<m abbiano qq limite anch' esse. 
Lo hanno, ma non è at certo itjcoei comutiemente 
■creduto |/3. Nella teorica dei limiti due sorte con- 
viene distinguerne, gli uni sono quantità nwaeratt, 
■ quantità incommensvràbtli gli altri. I numeri, che 
vieppiiì si approssimano ai limiti del primo genere 
vi differiscono per quantità sempre più piccolo 
tutte deiermlnaie. I numeri die vieppiù si 
approssimano ai limiti del secondo genere, vi 
ditieriscono per quautità sempre piii piccole, ma 
tutte Indeterminate* Nel caso nostro limile 
■numero è il quadrato della diagonale esattamente 
espresso dal 2, o per dir meglio da una frazione 

apparente come —, o o ec. equivalente al 

,2; e le quantità che gli si approssimano, l'una 
in più r altra in meno, sono i quadrati* delle due 
^ee numerate, maggiore Tana, minore l'altra della 
diagonale, linee numerate che otteniamo per mezzo 
della così detta estrazione di radice per a^roaaima- 
tione; cosicché determinata è la differenza che 
intercede fra il limite e ciascuno dei duo quadrati 
suddetti. LimUe incommensurabile è la diagonale; 
cui si approssimano, T una in piil, l' altra in menò 
' le numerate due linee ; e la differenza che inter- 
icede fr» }a diagonale limite e ciascuna .delle, pros-r 
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filile dno Jjiiw nm è, emp nett'sJM fiWP^ »P 
nui^ero.che ]ia prepiRi .(e qvusta OBserva^toae.-^- 
ìini|fortfMito ) JtQJcliè 1» dj^ff^tale mm è 4^ <Liiiaei>o> 

II.' Errore ò puro ìì urederc che possa dicsj' 
^jjterminata una fjiiantitii clie nou è uumemta, a 
delia (]uaIo altra ca^nizioDc noa abbiamo se Dopi. 
clic (less,a ò maggiore di un duto numero .di unit# 
friuionaric, od è minore del uunvjro deite stessà 

Ifiì Cosi. potlD che il lato del qttadnlii sia ud metro, m,. 
fati^en4o If redifie per approujiBiùoiiB dal <]uadnla dalla di^f- 
nale clw ji«r ^mebicba dcduriopi è qrtri 1, ci fenijpiqD 
a^melrì, tronamo che la dlagpnale i pià lunga della sua pari» 
■ÌNnla oha è 14 dcelnietrì, ed casa èpiii brera di 19 dednwlri, nn- 
peKÌS4iiunt* qnniato è non aeppiaina. La diOèraaza. mlpora t|i> 
)iD dfCfaietni clie passa fra essa o ciag^ma dalle delle dua Iìmb 
paa B dffinjla, come de Boiia è la differcua fta il quadnlo dalla 
diagonale elio è meiri q. i. ossia 100 decimeUÌ q. e i quadrali eretfi 
tulle duB prosairot liaee. 11 qwiralo iofilli eretto auUa linea dii 
dedmetrì 14 vi ififferisce la meno per soli decimetri q. 4; a Tal- 
iro eretto sulla linn IS decimetri, TìdiOèriKe in pia per 3G de- 
£iaielrì q. 

Co9Ì. SB nella eslraiione gìungÌBino ai ceptimelri, Irovianio cbe 
la diagonale è piij lunga di ìi\ ccnlimetri e mcoo di Ut: la dif- 
ferenza minoro di un centimetro non & però detcrminata, come la- 
^ la differeiHa fra il quadrato dello diagonale metri q. 1, ossia Ifi' 
mila centimetri q., e iquadratieretti IHido sulla linea 141, e sulla li- 
Ma 141 centìmelri l'abo. difcreadoTi H prime in meno per 119,. 
p il feoeodo in ptii per t6jt centimetri q..£ cosi di s^uiU. 

ADtM^psUnwnte s queste noaioni oooierrdib* poi pbe mi bt- 
9» (etto ■;agionat8menle ccnoseera t^Ii alUeii 1." che a rigore quando- 
diciamo di moltiplicare t4 deametrì per 14 decimetri diciamo ua 
anurdo; II." che <KcÌsm» un assurdo quando diciamo che il tnolti— 
pticsndo è la linea 14 decknetrii mentre, tnUaiKloii* di ottenere 
mr.pnadqtto una auperftrie, euparSne esser ddiheil maUipIicaiiio, 
e ^rpiù esso, io leee di g^mm una linea lu^ i4 dec^etri, È-vp 
RB.t^PfoleUo formata 4s 14 declfnRtri-q.j 111." el)e per cooseguen^ 
ciò che moltiplichiamo, neo aglu non è 14 decimi dell' uoilà 'la(0' 
'del metro quadrato, ma nemmeno l4 decimi deiruntll mrtroqna-- 
dhle. ma 4 il (4 decimi reavidieoi' volte pn piacelo, ^staia i «4^ 
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nitità fnxlon&rìe, ohe dt ua& ffoUi ualtft accése 'A 
mmuffe aatooedtal». Come pu4 4lnl dvtMiailiBte, 
etB nkbca 1* idea della detutaunttiAi*, cbe ccUBiift» 
nel fiametoT Conte dettM&ibata^ Mlapnprifltfc àt 
essere compiua ftm Baaet>i, per qaanto ot iiìbttoiii 
Immaginare prossinUstriiDi, è tuM proprietà, òbc 
no» eoB(tp«te a lef sola, ma DOMpeto ad un uatoeto 
tBMOBUa di altre deteminate quantità ? S% In 
difibrausa, il cui att«n>aia ci è sem^ ignoto^' 

eCalcsitni dell' unitd quadralo, p«i«1iB il quBdratcllo ertilo sul di- 
ciiuo di melro riferita alla aua unità m«tr» qaftdrMo vi « oonlsnu- 

10 noD tO. aia 100 volle; ed ecco verificato dò ohe ÌD«egna l'Arit- 
meticti racionatai die nelle noHipKodioni coù delle per Tra- 
zione, il vero mottlplicaodo i il quoto il'uoa divisione del moltipli- 
c-indo (cos'i impropria me Die chianiKta} pel deaomiD.ìlure della fra- 
zione obusivntncnto della moltiplicatore, ed il vero mo Ili p lieo toru 
ne <■ il numeratore : IV.° die assurdo è il dira che il molti pi ice a ilo 
hi Tnoltiplicu per 1' ailezia, In quale è H decimetri^ e convien 
dire che ai tipeU 11 volle, perobò eaHndo 1' nlteiza li deoMDBlri, 
■:iù nciiiede che il reltongolctto ti decimclrì q. aretto «uIIb tua* 
sia ripclulo ti -volte por Occupare tutta l'area del melro qua- 
drato eretto sulla medeaima biae : V.* che pereiò nella qoantìlt eaum 
ogni lècODda peUnn 6 qtHdrato, oMi ogoi quadrato i aecanda 
polatm.' TL'>ebedadlkUgiia«uuei«is(ii«iiBuaunl«llx'>~'- 

Kb tutto qUeats (kkìodÌ. del «ni ^mo evilu^ qui not è 

11 luogo, Hnu la quali perii d'uopo è coufessara che pronuoiiaisa 
Toci mu non vi aDnettiamo le idee, sono veroni ente bene sviluppate 
in tutte le 'nostre scuole? K pemiettelcmi che tada più oltre, che 
netta e tonda vi anoedoli ingenuo la mia opinione: tlitcmi, queste 
nozioni e Diai poaaibile cho si svolgono bene in quelle scuole, nellv 
<]uhIì ai ripudia la teoria del (uonir ro/lft Ove si insemini che il 

inoJlipllcazionL' è deviaU dal -^uo scn>a etimologico, u sta pur die 
BÌ cìli l'autorit!! di on membro d^H'lstìtulo di Francia, il Bertrand? 
IO mi contenterei possedere la millesima parte delle cognitioai di 
qnealo Hatomalicn in»gne, ma ciò non loglio ohe qui Bertrand nou 
na neir erroi*. Vsdero laola armonia nello teoriche accennate • 
nelle loro applicuìoDi, s iTer ooraggjo. iti ri&alorìa,, «u.diceia 
dtatinto MutomaliDa, ohe prinw coatiano, dit.aone poi (liobUnto pM- 
UglBRO di queate iiw, t un isttiughBi» la ntM BODÓsduU. 
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è una differenza tenuiBSima, questa teauità uou ci 
illuda. Nelle quantità irrazionali bieogrna ben di- 
stinguere due cose. Altro è avere una cognizione, 
più che bastanttì per i nostri uui, di una parte 
misurata per es. della, diagonale, che da lei po- 
chissimo diflbrisce, e questa ci è dato ottenere : 
altro è avere una cognizione della diagonale stessa 
numerata e delerminaia, e questo è ciò che otte- 
nere è impossibile. Più che bastante per gli usi 
è il sapere, che net citato esempio la differenza,, 
sebbene in numeri non definita, pure non giunge 
a un dìecìmilionesimo; ma questa cog'iiizione nou 
ci autorizza a conchiudere che il valore della tiia- 
gonale sia determinato. E che non lo sia chiaro 
apparisce solo che si rifletta che la proprietà, cliu 
abbiamo notata nella diagonale di ossero minore di 
14142137 (Jccimilionesimi, e magijiorc dì 14142136 
decimiUonesimi, è proprietà che non appartiene a 
lei sola, ma può competere ad un numero Inde- 
flnKo di altre quantità, che con la prosecuzione 
delia estrazione di radice possiamo andare suc- 
cessivamente trovando. Ciò posto, quando (pag. 427) 
mi si fa questa dimanda « una quantità (radice di 2) 
che cosi eeidettiemente j)uò determinarsi ìii grandez- 
za riletto ad t^re iue fmite^ si dece dire che iimi 
esistei» Io rispondo: Che la quantità, la quale 
dovrebbe essere espreesa da' |/ 2 ^kwja wuìWe- 
tamte determinarsi -in ffrandezaa, egli è «Tlden- 
•emente fbiso t Io si è ora dimostrato. Che poi 
non esista ? E quando ho Ìo mai negato questa 
verità incontrastabile ? Non ho anzi mai saputo 
comprendere, come sia nato nel Prof. Alessandri 
il prurito di dichiarare al publico intelligente, che 
ÌO sostengo sì palpabile assurditiL Che se poi egli ' 
iniendesse parlare della esisteaza di 1/ 3 da cui 



noe è, come forse erroneamente egli crede, 
dovrebbe essere espressa h diagonale, e conoacen- 
do di non poter dargli per valore uu numero, gli 
dasse per valore quel mistico quid di cui 8Ì è in 
addietro parlato, io lo negherò sempre. II segno, 
(/ risveglia V idea di un numero : il à che lo se- 
gue ci avverte Che sotto la coDdìzione veduta da 
4/*, questo numero non esiste. Non è dunque una 
cosa la più chiara del mondo che 2 è U segno 
-d* un impossibilità 1 E vogliamo ancora con i mì- 
stici quid proseguire ad ingarbugliare gli Allievi?! 

III." Errore poi, che discende dagli altri due, 
è l'ammettere {pag. 428) che 1/ 2 debba esistere 
perchè ha confini. Questo erroie sfuggi anche a 
me nella prima edizione dei mìei'Klementi di Ifa- 
tematica; ma appena che me ne avvidi, il corressi; 
e cosi farà pure il Prof. Alessandri; e poteva es- 
sersi già corretto, se in vece di credere spuntata 
la mia freccia, si fosse fatto a ben esaminarne la 
sufficientemente acuta sua punta, si fosse fatto 
■cioè a medilare seriamente su quel brano d'uu 
mio scrìtto da lui nella stessa pagina riportato, in 
fin (tei quale a chiare note è detto wìiinqtie \/' 2 non 
esifte; e ciò die non esiste mn è nè prossimo, né re- 
mota a veruna quantità; e noB può aver eoM- 
flnl tra i quali esso esista, perchè dovrtòbe esistere 
per averli. » Meditandovi, sarebbesi accorto che il 
limite che sta fra due confini prosBimisaimi, ira due 
quantità misurate di pochissimo dti^renti V una 
dalPaltra, non è un Umitemmero: esso appartiene 
all^ altra sorta di Uaiitì che ho rimarcato in ad- 
dietro, è cioè un limite tneomnensurabile, è la dm- 
(fonale eststmte e non già Tìnesistente K 3. 

Come poi sta avvenuto che il mio Aristarco, 
dopo di aver non solo letto il mio testé citato pe- 
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rimlo, mft dopo anche di averlo riportato per in-- 
tKiV) nella pag-ine 428, abbia potuto nella stessa 
pugiua 428 scrivere « Se [Purgotti) coRfetsa che 
tfvextf quantità \^ 2, [/ iilthmud rh' miifiu' { ed 
aimniM v«rlilM ito detto cìk non possono ft- 
verli) cmvtene pmv che. ne rmfessi Vesìxtenza » io 
Bon fo indoTtoare. Ne lascio al Lettore la briga. 

IT.* Hrrore è pare tutto oi6 ohe alla poginh 
438 e 439 vietio espwto iatonio olla cOnFutazionA 
da (ne latta alla definteione della radioe quadrata 
ehe G. Beitrand ci db def DUtneri ohe non sotto qUte^ 
dnitf. Aaohe qill il mio Opponeittd è fn uu altra 
fblsa Bupposiziose. J)ewia è qo&Ua di credftfé, ob«' 
io Bo^ten^ ( aiccObie egli asserisoe a pag. 429 ) 
IHb&ittB d(vi8[t)ilit& d^' eHteBMone. OaBsegneut» 
a me stesso più di quello chaeg'II erede/noD solo' 
io non l'ho mai sostenuta, non solo non la ho po- 
sta mai nemmeno nel novero delle antiimnie o 
quisttoni irrisolvibili, i^iccome fa Kant, ma la ho 
tempre decisamente negata, quale opinione, che 
recherebbe ad ammettere questa solenne contrad- 
dizione «0(»n^(tfi»ji«Ktj^'tn3<«fltejeii:a(7Wi^c»in{A'» 
e la ho publicamente negata in varie mie memorie 
ni?l fiiornale sciontifìoo di Perugin insiirite. 

Per non entrare però qui in metafisiche qni- 
utioni, io mando alla pagina 93 e seguenti dei 
miei segitti dell' arte di conmnicare le idee, olii 
urna conoscere in dettaglio tutte le iiicoereiiz,'? della 
definizione di Bertrand, giacché per farveno co- 
nusoere la erroQàità, basta che io ve ne mostri te 
prime parole ofae tolgo dalla sua Aritmetica te É» 
radice qmdn^a iéi nim#rt non perfetti quadrati i- 
un numero inemmmsurt^ì&e » Alle corte. 0 per 
BUDme Bertrand altro non intende cbe «^naatìtà 
nel aeaM il più gMerifio, «ente Mne^trt «donna 
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iéea speGìfies. « nemmeno l'idea dell'unità « st» 
ripetizione, ed allora questo numero «anca del 
r«-quÌ8Ìto eBsenziale da tutti i Matsraatici richiesto 
per potarvi applicare il significato della parola 
radice. Tutti iu^tti vi annettono l'idea di quantità, 
che ripetuta ne più uè meno di quanto indicano 
lesue unità dia il numero detto potenza; ed allora, 
«enza cresta SBsenzisle proprietà, rtidiee è parola 
-priva di significato. 0 per numero intende « il ri- 
SMitala misura di una franima » («(«o pa- 
-fok anch' «sse ohe inuggo ^alla sua Aritmetica) 
flssis una quantità miearata, ed allora numero in- 
-comi&essinBbUe è una oootnuldizioae, e qaindi 
flianca di base tutto il lambiccato artificio del-n- 
xnaiumte della sua deSaisioae. Di questo bivio non 
■ì esce. 0 dal numero esclude l'idea delle unità 
«he Iti formano; ed allora raMee unlla dice. 
O nel numero ve le ammette; ed allora, dicendolo 
incommensurabile, si «ontraiKllcet 

Finalmente ponendo in rivista quanto viene 
ei^posto (pag*. 430) intomo alle fiTtsionì periodiche, 
non y' ha dubbio, io sostengo che ol modo stesso 
ehe non hanno esistenza [/ '2, [/ 3, non l'abbiano 
neanche le frazioni decimali equlVKlenlI a quella 
frazioni ordinarie nel cui denominatore havvi qual- 
che fattore diverso dal 2 e dal 5. Queste frazioni 
dette generatrici delle decimali periodiche, sono 
un limite, al cui valore le decimali periodiche 
Kompro più si avvicinano senza mai poterlo rag- 
^ungere, il ohe vai quanto dire, che niuna unità 
-fiwiionana decimale, per quanto immagiotipe la 
-vogliamo tenuissima, può easere misura, può es- 
sere cioò oont«iata un dato austero di volte 
.senza residoo.aeUe 'fracien] genatatriof. & ae' di 
-queste paiiando, i* airtore etesBo eoDvtead, ohe- le 
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pepìodichc (p^. 429] <s non 1' esprmiono mai eo» 
■ emtteizii » udii vifiie a cimoi'ileri:!, i!lit> frazioni 
■decimali porioiliclio corriti pomi enti, ossìa equiva-^- 
IcDti alle Iritzionì genei'atri;;t non esititonu i Ma o 
che perciò f Sì veritìca forse che così « ragionando 
in conformità dei miei prìncipi, converrebbe noti 
. tener conto di quelle frazioni periodiche ?» Io prego 
.il mio Avvei-aario a rileggere quei mio squarcio 
•da lui riportato nella pagina stessa i'JS alla dodi- 
CQBÌma linea; ed è questo « i/mndo la differensa 
fra ìa parte misurata déU' incommnsumòHe, e Na- 
cotimeusurabile atesso i iitfiAÙtesima ( e si prenda 
questa parola uel lato senso di trascuràbile per la 
sua piccolezza, giaccltè nel senso rigoroso l'inSni- 
tesìmo non esiste ) V incoinìiiensurabile t come se 
commensvrabiie fosse ». Egli lo mediti : e piuttosto 
che trovarvi una eoiitraddiziono {come egli è d'av- 
viso giusta il fulso supposto che hi esistenza io 
neghi delle frazioni decimali periodiche sostituibili 
alle loro generatrici) vi troverà in vece un utile 
voritìi, E vevo forec non è che quando giungiamo 
a (jualche risultato nel calcolo decimale surrogato 
a quello delle frazioni il cui denominatore è, od 
ha qualche fattore diverso dal 2 e dal ò, vero 
Jorse non è, che 1' otteniamo operando non sulle 
frazioni decimali equivalenti alle ordinarie gene- 
ratrici, giacché queste decimali non esistono, ma 
su quelle frazioni decimali che vi difieriscono per 
.una quanto piiì ne piace tenuissima quantità? E' i 
risultati che operando otteniamo, non sono forse 
.quelli di cui tutti fanno uso sebbene non sieno 
.esattissimi % Perchè io nego l'esistenza di una de- 
cimale equivalente a */■> dunque nego io forse che 
0,66666..,. sia una ftazlone che tì diSbrìsce per una 
.quantità trascurabile? Dunque nego che.si possa su 
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ili essa operare ? Dunque nego che ai poiaa Uner 
conto delle fraiiani periodiehe, lo che è la conae- 
gueuza che ne trac il Prof. Alessandri f Ma che 
logrica è questa f Certamente la semplice mìa na- 
turale non è: sarà piii sublime; ma io non la invidio. 

Non è dunque a temertìi, che « ragùmmtdo t» 
« conformità de miei priìicipi, ne soffra H sistema- 
« d^/rasiom decinuiU (pag. 4S9) eh« iatUo hmeJL- 
« sio hanno recato neUe operasitwi arUm^iehe », al 
modo medesimo, che non è a temersi (come ve- 
demmo ] che col non ammettere le proporzioni 
ne^li incommensurabili, ffranparte della Qeoinetria 
.sia perduta del tutto [ pa^. 435 ). 

Simili inconvenienti mi sono stati più volte 
ed a piìi neri colori dipinti ; ed io in una pubblica 
conferenza tenuta in Perugia nel Marzo del 1869 
intomo air Appendice fatta all' Euclide del 186S 
esposi parole di conforto por quei pusillanimi, che 
presi da timor panico si lasciassero ilhidece dai 
treni Geremiaci sulle immaginate rovine, die la 
Geometria e l'Aritmetiua risentirebbero dall'esclu- 
dere le proporzioni tra gli incommensurabili. 

Perduto a sostegno delie medesime anche 
questo mezzo di difesa basato sulle sognate per- 
dite irreparabili che le matematiche ne risenti- 
rebbero col non ammetterle, alcuni a queste prn — 
porzioni afTezionatissimi non sì vorrebbero dare 
per vinti, e V ultima tavola, cui nel naufragio si 
appigliano, si è il sostenere di poter rimanersene 
in pace nelle loro convinzioni sul riflesso, che 
come il negar proporzioni negli incommensurabili, 
non reca danno alla scienza, cosi danno non vi 
reca l' ammetterle, ciò non producendo alterazione 
alcuna nei risultati del calcolo. Ma qiiest' ultima 
tavola ancora io mostrai che dal nanifragar non. 
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li scampa. Kd iu vero se atuna altefutwe denv» 
Ili iiumeFÌci l'isultaoienti, grmiaaimi Mao i dwiii - 
che ne derivarono, e ne derivano' tiitt' ora m- -. 
teglia mento. : 

Tale fu per es. .qaelf aborto della teoria degli - 
«quimdiiplìc^ ouì per sostenere queste proporzioni 
fece KocLUte ricorso, tali sono atìcora qneU« pe- . 
t»toai di priueìpi, quelle contraddùuo&i in termini, « 
quelle dnpliei ditnosfraainti, una delle quali à faba ■< 
in vari tmremi di Geontetne, ed, delle quali cose' : 
qui troppo lungo sarebbe il tenere discorso. 

Avrò cara però che la citata conferonea, in -, 
cui gli accennati errori furono esposti, vengit da 
qui a non molto in altre mie cicalate olla luce, 
affinchè abbiano vieppiù sviluppo i miei penaa — 
menti, e !-i vegga, come tutte quelle dtfGcoLt& sì' " 
dilofruano, che a primo aspetto sembrano insupe- . 
rabili. e sojira tuffo come si si'mplicizzino, e pH .■ 
iinjkhi^ mì ri'niiaun molte geometriche dimostrazioni, 
(;oll' escludere ila esse la proporaionalitìi tra le ■ 
(juautità incommensurabili. Apparirà allora, lo spero. ■ 
più i'ulgiila quella abbastanza chiara proposizione, 
sebbene dall' Autore dichiarata { pag. 424 ) « la 
« pià slraìia su cui posa gran par/e lifìl' edificio ■ 
\< /iella mìa lojìcd naturale » la proposizione cioè ■ 
che — Ne^lt IncanimenMnrablll noa si 
«■MIMO ragrIoBi — il che vale quanto il àixc 
(tssere assurdo il sostenere che — Si danao ragioM 
tra le quantità che non V hanno. — 

Frattanto tale parmi 1' ovìdenza delle poche 
qui addotte avvertenze, da rendormi convinto, 
clic il chiarissimo Autoro dell' articolo da me ora ■ 
preso in rivista, e verso cui distinta stima io prò- 
lesKO, in seria consideraziono prendendole, senza 
piTvenziono alcuna nè por la nullità dei mici me- 
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riti, uè per 1' autorità dei Claasìci. sarà anooE e^i, 
uol novero di qne' Matematici valenti, che i»- Tae- 
pregati a riflettere sull' esposto errore iD&Tverten- 
temente sfuggito a dei sommi iogegai, 30Bi>;pie- 
nameote convenuti nelle mio idee, preferendo- dì, 
non plwBlbile oatÌQursi il dignitoso ricvedeiui. . 

Ecco compiute le mie giustificaàoBi. In fiiw 
però di queste, mi a-edo io debito dì inserire per 
ìatero a scanso di equivoci il sogueate aquaroio, . 
-ebe trovasi alla pagina 93 del mio libro — SticUde, 
■ eia logica naturale — « Mentre nella maggior parte 
delle sue teorie la logica di i'vch'de è hiìecolisstwa, 
nel suo libro V s' incontra per i piedi con la Logica 
ìUtìwale. Questa rettifica le definizioni affinchè più 
nmifatt t^ipariseano gli assurdi, quella guasta e 
rende inconcludenti le defiìiizioni ajinche gli aésvrdi 
aj^ariscano per neri » L' ultima proposizitiae di . 
questo squarcio senza la precedente, nuda, siceome 
è dal l'rof- Alessandri riportata alla pay. 430, po- 
trebbe far credere, c!ie in ritenessi difettose le 
detinizinni tutte di EucHric, mentre ivi intendo 
parlare delia sola terza, e qvinta del libro V, Ciò 
asserire mi piace, perchè ciliari) apparisca, chu 
intorno al Greco Geometra non sono affatto discor- 
di i nostri pareri, e che tutte approvo io piena- 
mente le saggissime riflessioni che egli espone in 
quelle auree pagine 431 e 432, con le quali il suo 
Articolo ha termine. 

In queste egli dice «to ■Beaero Sticìide guai 
Padre della Geometria <t ed io ne convengo o per- 
ciò scrissi nei più volte citati Segretiac. (pag. 1 15) 
« MoUisslod sono i titoli per i f/uali quel grande 
Qmmetra dell' Antichità sì è guadagnata V ammira- 
zione in tutu £ secoli» e così pure nella prima pa- 
^na dell^ .Euclide e la logica natvràle dicliiarai, 
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che « Euclide è un sommo Oaometra » Che se poi 
eog^unsi « pià ammirabile cìte imitabile » ciò con 
femozea soggiungo anche ora, perchè molti, ape- 
cialmento in riguardo dello stato attuale della 
scienza, ne sono i difetti; e chi conosce a fondO' 
Didattica, non trova certamente quest'ultima mia 
propOBixione in confiitto con le precedenti. Quindi 
io sono d' avviso, che quando il Prof. Alessandri 
rìcoDOScerii, e lo spero, che i fimàamtnti tu chì è 
mnofeoto tZ «ho non sono ni instabili, uè- 

ferietìotit eccome (pa^. 430} suppone che sieno 
in gran parte, vorrà pura concedermi, che anche 
le colpe, che io ravviso in Euclide sono colpe e 
non poche ; e sempre più converrà meco nel « gri— 
iure ( ripeto le sua stesse parole che trovo alla' 
pag. 430 ) nel gridare il bando alVEìiclide dall'in'- 
_tegHameato nei Licei e nei Ginnasi. 

RIFLESSIONI 

Sopra alcune quistionì intorno alla moltipli- 
cazione delle frazioni e alle quantità irrazionali 
(Vedi Nota (o) pag. 5). 

Il c!i. Profcssove Alessandri per vieppiù soste- 
nord la sua opinione, che cioè la moltiplicazione 
q^iuiiilo è pur frazione prende nn diverso significato, 
cosi cspi'inie « L essen-.a di quell'operazione sta 
forse nelle singole ojjercizimii che è necessario 
imre per ottenere il fine di essa, 0 pittttosùt sta nel 
fine che essa proponesH » In questa domanda io noto, 
che sotto la parola moltìplicaisiime pirfraaione er- 
roneamente egli ammette uria' terza operazione. 
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g-iacchè dice, che per ottenere il Jine di csm è 
ìiecensan'o tffettua-i-e fe due xinyoìe operazioni. Giu- 
nta questo modo di espri mei-si le due operazioni, 
divisione e moltiplicazione, che nella moltiplica- 
zione per franioni eseguiamo, servono ad effettuare, 
non il fine che noi direttamente ci pmponiaino dì 
ottenere, ma il fine d'una chimerica terza opera- 
zione, che avere dovrebbe un senso tutto xni ye- 
neria, e perci6 diverso da qaello delle due ope- 
TazìoQÌ, di cui risulta, come diveraa a così esprì- 
mermi è r acqas dai due elementi, dei q.a^i è 
costitnita. 

Ora che da due operazioni risulti il fine, ossia 
l' intento che Togliamo ottenere, l' intendo : ma 
che da due operazioni una terza risalti, e che le 
due operazitmi efifettuìno quel fine, che è voluto 
dalla terza operazione, ecco V inviluppo che io non 
80 distrigare. Il fine ce lo proponiamo noi ; ed è 
perciò cosa non riferìbile aÙa operazione che noi 
impieghiamo come vtetio per ottenerlo. Quindi l'es- 
senza del fine non è a confondersi con la essenza 
dell' operazione. Ha quando ci prende il puntiglio 
di sostenere un errore, cadiamo senza accorger- 
cene in altri. Abyssvs aby-isum invocai. 

Si dice inoltre avere io voluto spogliare quella 
parola (la moltiplicazione per frazione) del senso 
che ■unine'fsalinente le è dato, solo per avvalorar* 
la teoria del quante volte. Ma questo senso, che il 
Professore Alessandri afferma essere universalmente 
dato alla moltiplicazione per frazione, sarebbe o 
non sarebbe lecito di chiedere in che consista? 

Scorsi sono ormu ben più che anni 50 da che 
io lo ricerco e nelle opere di Newton ed in quelle 
di molti altri classici autori antichi e moderni ; 
e non mi è stato possìbile di ritrovarlo. Vari 
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tentativi ho veduto ahe si .sono fatti : ma. sftb'~ 
bene sotto diversi aspetti, lio par vodutó tutti 

! n ! d n 1 I i 

coìtstsiere la molUpltcaiv»ie neU eseguire nul 
tnoUijtUcaaido gmlle operauont, che si /anno nella 
unita per ottenere H moUtpUcaiort. Ha questa 
Tenta quanto luiicgabile altrettanto è ineii£ciBnta 
%& appagare ]a lodevole nostra cuno^ità. Hanno 
^pcna terminato di pronunciarcela, e tosto natu- 
ralmente CI viene sul labbro la seguente ricbiesta. 
Clio cnr^ii diiiiqui; si fa nella unita percJiè divenga 
moltipliratore. sicché norma ci sia per fare f^tret- 
taiito moltiplicando; Che far dobbiamo per es. 
per moltiplicare IO per 7i. alBne di avere i r. 
di 10 ? E per ditnoEtrarceb. anche i soBteniton 
del divei-so sitrnificato della sog:aata terza opc- 
il m Itpl p r n t 

IH {. t d j) J I ! I il 
l t t 1 l l \>ò i // 

ih ar.c-e ■// xuii ijniixu: unscin f/i iiiolil|illca:f:iu- 
ve per liiutri. o^siu wv .i. iiiiifii> m iiriiiiii^i'iin 

ce cat t 1 t E 1 11 d 1 11 

terza operazione, e il lavorio della mente neces- 
sario alla sintesi del suo fattore V. è divenuta 
uu'omlirn che si dil-^eiin. e i\i reale non restiiiio. 
che le singole due opcr;izioni, divisione per .) e 
moltiplicazione per 3. 

Volete anche una prova estrinseca, che il di- 
verso significato della moltiplicazione per frazione 
non esiste ? Àbbiatalo nel Professore Alessandri. 
Egli ci dice, ella questo significa^ è dato ìinwer~ 
salmenfe, ma non ci dice già nÈ (nelle sue Comi- 
flerasioni, nè nelle J)ueparole, che ci dà m seguito, 
in che desso consista: e ciò è per me una pi-ova 
non già che egli non ce lo abbia espresso perchè 
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10 abbia creduto chiarissimo ; ma perchè Io ignora, 
se chiede dove, in quali libri bì trovi di questo 

, significato la spiegazione: essa, logli rispondo, essa 
è eom ìafetuce: che vi sia ciascun lo dice, dove 
sia nessun io sa. 

K pecchò st rimanga convinti, clie moltiplicare 
altro non è cbo ripetere, fa d uopo riflettere, che 
nella mfìnita sum.' ,Il sviinati pi'oblonLi, che mai 
.possano idi'iU'si. nsulvibiii in-v LimUipliua^iioiii 
divisioni, .semprt; i; soluiiiftiti; ii'iusti quuttro cle- 
menti SI liaimo: I. l uni/fi: II. l u/'ioi/eneo aWiiiudi 

11 quale quando è un Dumero intero ò il moltipli- 
catore ; III. V iierogeneo corrispondente all' wnità, 
che, quando ìt un iiiti.'i'o, h il moltiplicando; IV. 
V (imo'jenen dii aìn-ispn udente all'unità,- che è il 
prodotti). E di ([(lesli uno solo, meno- il primo, ò 
il termine ii,'iioto (ihu si ricerca. 

Interessa poi rimarcare, clic Ìii niici problemi 
nei quali i' omogeneo all' imilìi o il suo eterogeneo 
corrispondente è una IVnKione, dalle condizioni del 
problema la logica naturale deduce doversi neces- 
sariamente r una dopo 1' altra -eseguire una divì- 
Bione e una moltiplicazione : che al complesso di 
queste duo distiutjssime operazioni in alcuni casi 
si d& il nome di maltipUcazione per /razione, ed in 
altri di divisione per /razione: che questo uomo 
univoca si è meritamente preferito alle due parole 
•moltiplicùziane^icisione ad oggetto dì far risaltare 
1' analogia che passa fra problemi della medesima 
indole : e finalmente che vi sono certi criteri per 
rilevare in quali oasi al complesso delle medesime 
due operazioni darò convenga il nome di nmllipìi- 
fii:iini.<^ per fnniùne, o in ijicili ;dtri ijiu'llo di di- 

II coiii]ili>^^>o di i^ivi-ioni' e iiiultipliciii'.ione 
prende il nome univoco di moltiplicazione per fra- 



zione, quando ai cerca V eraogeneo al corrispon- 
dente doli' unità, perchè questo è pure ciò che 
si cerca nella moltiplicazione per interi, nella quale 
il cercato omogreneo al corrispondente dell' unità 
è il prodotto. Lo stesso complesso si chiama di- 
visione per frazione nei due casi seguenti : I. 
quando cercasi 1* omogeneo all' unità; poiché que- 
sto è pure ciò che si cerca nella divisione per 
interi quando è diretta a trovare il qtumie volte, il 
qnosienie, il meìiiplicatore : II. quando cercasi l'ete- 
rogeneo corrispondento all'unità, poichò questo è 
pure ciò che si cerca nella divisione por interi, 
quando essa è diretta a trovare la parto che ri- 
petuta dà il prodotto* ossia il quoto, il moUipìi- 
candiì. Queste proposizioni, che u primo aspetto 
sembrano oscure, sono facilissime ad apprendersi, 
quando ad ognuna di esse si dia il conveniente 
sviluppo, e si faccia &re agli allievi un lungo 
esercizio di applicazióni, il che è oggetto dell'arit- 
metica ragionata. 

Finalmente giova pure per sussidio della me- 
moria osservare, che operando a tenore di quanto 
dalle condizioni dei problemi si rileva, si la mol- 
tiplicazione che la divisione delle frazioni in altro 
non consiste, che nel fai'o la moltiplicazione no— 
minata pel numeratore, o l'opposta pel denomina- 
tore. E da questa osservazione risulta, che e l'tmft' 
e r altra non sono sviate affittto del senso etimo- 
logico, conservando senza alterazione alcuna il loro 
KigniScato. Ed è perciò che non l'uso della parola 
i.Kiìh'pìkaihne ovv ero divisione per frazione è ciò 
che io condanno, siccome falsamente è d' avviso- 
il mio Oppositore: che anzi l' approvo; ma è Ter- 
rore di credere, che la moltiplicazione e la divi- 
sione, solo perchè sotto un nome univoco viene- 



espresso il loro insieme, formino una terza opera- 
zione avente un diverso signifìcivto. E manifesto, 
io tìog-ffiiiuyo è Terrore; poiché sono esae le iden- 
tiche operazioni olie si eseguiscono augii interi, 
sui quali soltanto possono effettuai-si.- nè può cer- 
tamcute dirsi che Y una ha cessato di essere quiiUa 
che è, 0 si è modificata, solo perchè è preceduta 
o seguita-dall' altra. 

L' attuale qoestìonfl mi è stata preseatata altre 
volte ; e taluni di coloro ai quali io chiesi ìl va- 
lore deir altro seoao di cui mi parlavano, trovatisi 
a brutto partito, piuttosto che darsi per visti, dettero 
termine alla discussione con un cambiamento .di 
scena. La quistione da essi stessi propostami di- 
venne una sofisticheria, nnii inutile sottigliezza 
propria solo di ehi ama ])crdere il tempo. Io ri- 
marco però, che il credere avere il moltiplicatore 
un significato diverso de quello del r/jiffer/', è 
causu di molti errosi. 

In .%rl(iHellca per e^. 1." Il non avvertire 
fhe ìdOÌfij>l'icaziii>ìe idirii non r rlw i-ijic'i:ione, è 
causa che si istilli negli allie\ i V idea delhi pow- 
sifailità di moltiplicare per esempio lii-c. fioUh', de- 
nari per libbre, once, dramme. II." Credere che si 
possa moltiplicare per frazione è pure stata causa 
che taluni, ed anche valeriti matematici, sieno stati 
d'avviso di rendere ragione del processo della mol- 
tiplicazione per frazione, e p, es. di 10 per 
dicendo, che dopo di avere moltiplicato por 3, si 
(Rivide il prodotto per 5, perchè il 10 dovevasi 
luoltipUcaTe non per 3, ma per uua quantità ciu- 
gae "volte più piccola di 3, non accorgendosi, che 
jiaanto à vero essere *^ cinque volte più piccolo 
di 3, altrettanto è falso che' per */i si possa mol- 
liplicare, ninna idea corrispondendo a queste pa- 
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tale. III.' Credere che la frazione eia un verO' 
moltiplicatore ci porta alla impossibilità di com- 
■prendere, perchè l' invertimento, dei fattori frazio- 
nari non alteri ti prodotto, perchè p. es. % per •'[. 
dia il risultiito stos.^o che Vt.por ^, impossibile 
CKsfiniin pdtero ìntoiiderc, che debbano essere n- 
giiali i risultati di due operazioni, che non sap-- 
piamo in che consistano, quando neghiamo che 
bÌouo il risultiito di una moltiplicazione eseguita 
sul 'iiinto di uuìi atitr^ ("Cilento dtvÌF;iono. Ma quando 
si riflotta che Vi p*''' *'s significa la moltiplicazione 
di -/li pi2i' 4; e clie la moltiplica?!Ìone di per % 
significa la moltiplicazione di Vn per 9, in tal caso, 
a convincerci clic il prodotto di Vji.pev 4 è lo stesso- 
che quello di Vii per 2 basta il ragionamento fatttt 
per r inverslobe dei fattori interi; giacché ìl de- 
nominatore 1&, risultato di un'antecedente divisio- 
ne, non è che il noitio dello 2 unit& cbe si moltipli- 
cano per 4, e delle 4 che si moltiplicano per 2; 

In Algrebra il non avvertire,. che ■moltiplica- 
tioìie altro non è che ripsthio-ne, ci porta poi' es... 
air errore di credere, clic sicno rc;ili ed effettive lo 
così dette moltiplicamni degli imizionali reali ed 
immaginari tra loro, ed a molti Matematici ha fatto 
lamhiccaro inutilmente il corvello per cercare il 
pprchiì — 1 X l--' — 1 dia per prodotto — ! e 
non 4- 1, come parrebLc. ciie dar dovesse giusta le 
le regole della moltipiicaxioiie, lo che non sareb- 
be ai.'Cadtito, se rillctdilo avo.-^si'ro che — 1 non 
il risultato ofìellivo ili iDia m.iltipiira^inTie, ni;i 
la c'onsegueiiiia di ijnesta venta che = se ri fosse 
quantitiì, che moli l'iilkata -per se stessa disse — 1, 
sarthht — 1 iV risultalo di questa moUiplica:io7it: — 
Jti tieottieirl* per es. ìl non arvertire che 
mnltipUeatùme altro non è che ripetitiotie, porta 
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all'errore di cre'lei'e, die dalla moltìplicuJiioae della 
base per la loro altezza risulti lu stiporficìe dei 
rottaiit!:oli, e dalla moUijilicu^ione (ielle basi r«t- 
taugoltì per le altezze il volume risulti dei paral- 
lelepipeiii, e fa si che con questi concetti falsi sì 
trovi in conflitto k verità ineluttabile dellA omo'- 
f^eneità del prodotto e del moltiplicando. 

Gonchhido dunqtte, cbe seh^ Fidea del ^latiHt 
toitè non si ha moltiplicatiotie, dome egaalAenttf 
idea noa esiste del rappdrbo di contenenza $ xOvi 
qnatititè ifi un' altr&. La ìeiSria dèi qim^ mUe aé è 
dunque !a ver* e P miida, pbrftM SOlOf rn ifuesttt 
tant^ nel concètto ^a tnalti^litìttzlu&é, cbe det 
rapporto, alle parole corrispondono !e idee. 

Ora se questa teorica è la vera: e V Unica, e 
ae d' altronde essa porta seco indispensabilmente 
dei cambiamenti di concetto in molte parti della 
Matematica, uonvorrà fe Ìl professor Alessandri 
/Ite l'I hisfi con auc 'iwona pace ripetere) convorrit 
dire, che questa dottrina è diretta non già a m- 
rctciare /mona parte deVa .m'enzii. come egli sup- 
poue, ma a correg-g^rvi molte idee false, od alme- 
no inesatte ; e quindi non già ad abbatterla al 
suolo, ma an^i ad erìgerla sopra quel Uovello e sta- 
bile piedistallo, ette Laplace scriveva a Betthovin 
essere necessario di darle. 

Kelativaiàélité ^ alla sblenntf àtbtVtfdd^lQtler^ 
nella quale il Pi>oféis&óre Alessandri è ancor d'av- 
viso cbe id siu, dì kmiaettefe cioè é negate' m 
pari temp» le q^à&niitlt irf&ziO&Edf, poche altre ^- 
role e poi ta^o.-^liftdteàBÌÌTé Alefei^alrdri (^g-. 

dice : « /(f óettìria pimàtaétiie ehe non teista 
mime^ if&tìM, ikè^SA sigi^art U ^aatUità ir- 
tmionàli. ySgrè^Bitieate. Fai con un lung^ò c tfs^. 
it naa abliiUt^iizd- ebiaro ragfioiìamento gìangff 
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coDCbiudere : « Gm lutio die gwsUe grandetze no» 
^aono esser» ragpreseaiaie da numeri, necessa- 
riamente però esistotur, e impugnare ìa loro esistema 
negare ima emdentissùaa verità. » Sì, évìden- 
tiBriima, alla qiialo perciò, nemmeno sognando ho 

10 potuto oppormi giammai. 

Ciò esposto, e ricliiamato alla mente ì! sif^ni- 
ficato dui Matematici tutti accordato alla parola 
radice seconda, per la quale altro udii s' intende 
che quel nu/iiem, il '/uale, iii<il!j'j)lir(i/,i) per -ve Jtev.vo 
V altro produce che è posto a destra del segno radi- 
cale, rosta a vedersi clii di noi due concordisGÌnÌ 
nelle due esposte proposizioni cada poscia in con- 
traddizione. 

Io dico p, es. che la d!ag:onalc D rlel ([uadrato, 
preso il lato per unità, esser dovrebho espressa, 
per geometriche dimostrazioni, da tal numero di 
parti, che per sè moltiplicato dasse 2, fosse cioà 

11 numero K 2, il quale sappiamo che non esiste. 
Perciò, essendo 1/ 3 il simlìolo d'una non esistenza, 
conchìndo che la D, la quale certamente esiste, ò 
impossibile che sia effuale a K 2 ohe non esiste. 
Non è dunque T ombra die ajbrnia e la jiersona 
che nega (come il mio Opponente si esprime) sono 
io. iu medesimo che in carne ed os^a ho affermata, 
affermo, ed affermerò sempre V esistenza della dia- 
gonale, ed ho negata e nego e neghei'ò sempre 
quella delle parti frazionarie del lato che dovrel>— 
boro esattamente misurarla; e cìii si contraddice 
h quegli che ammette D = l/ 2, chi ammette cioà 
ì' esistente eguale a ciò chi' non esi.ste. 

Ua al FJeiitirmi proferire che 1' espressioue D 
= 1/ 2 è un palpabile assurdo, credete voi che il 
^0 Professore Alessandri inarchi le ciglia t Oh 
puc troppo ne fanno le meraviglie anche molti altri. 
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valenti Matematici, delie cognizioni dni quali io 
mi contenterei posKcdpre la millesima parte. Que- 
sta forinola, mi si dice, trovasi in lutti i libri di 
Matematica, e tu miserabile ardisci di opporti ? Ed 
io con fermezza, sì, vi ripeto. La moUìtudiae dei 
contrari alla mia opinione sapete voi di che è pro- 
va ? £ la prova di una verìtà storica. — Di una 
verità storica I E come ? — Voi meravigriiate ¥ Kd 
io ripeto, è prova di nna verità storica, qual è, 
clie il nosti-o Romagnosi, o lui preodo come il rap- 
presentante di tanti sommi del medesimo suo pa- 
rere, il nostro Romagfnosi non era nò mi visiona- 
rio, nè un pazzo allorché ditieva che « temj^o em 
di iaiidirit dalia acieniu t malli roncelti lambiccati 
e illitsiirii che la dclcr/iann- Clio ve ne sieno di fatto, 
eccovcne un esempio nel sig;nilìcitto che diamo 
alla formola D^f' ^- Mh non crediate giù che io 
pretenda che veng-a questa cradiata dai libri di 
mateni ittica : uè ditìicilf! è già il farne concepire 
agli allievi il giusto, uoiici'tto. Anzi, siccome io 
Don amo di ten/onar'- sitilo pitrole, aggiungo pure, 
che non solo non è necessario bandire la tbrmola, 
ina nemmeno la consueta espressione « la i/iago- 
iiale è agitale alla radice di 2 ». 

Basta solo, che sieno gli allievi avvertiti, che 
questa è una di quelle eguaglianze, che io cliia— 
mo conditumalt, a cui corrispondono qnesto idee. 
« Za diagonale del quadrato sareVbe eguale alla ra~ 
dice di 2, K radice di 2 esistesse ». Nè sì creda, 
che queeta proposiziono sìa, come a primo sspetto 
apparisce, nna verità inatrle per la scienza. Uoltì 
sono anzi i vantaggi che ne offre. E per qui li- 
mitarmi ad un solo, vi dirò, che essa ci & cono- 
scere che la D potrà essere più o mono prossima- 
mente espressa da que' numeri, che moltiplicati 
.ptr sè stessi danno quadrati vieppiù prossimi a 2. 
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E poiché meco il Professor Alessandri gih con- 
viene ohe le quantità itrazionalì non sono espri- 
miMli'in Humeri, io per la molta wtima ulio g-li 
professo, sebbene alia pagina «14 diea che « certa 
« e «l'mra /eie ndUi verità è quella che vii/» stai^ 
« ferm» nella mia dfiùuone» io nutro speranza' ohe 
qaeBto illnstre seìeUztsto non faato- ia fonia deB»- 
mic vQssét parole e della pooa cKìiEKliza fors' aacbef 
con' cui aotio esjlitòti ì mici argrontetitì, quantti 
per la forza dell' acuM suo iagrsgmo, tomandb con 
mente tranquilla a moditarc sulle esposte quistia- 
ar, vOTFà dal suo opinare rimuoversi. E dome a 
meno ? Come potere supporre che po»sa il Prof. 
AleBSiaiidri non accòrgersi, che i/ '4 segnale déllh 
HOD esistenza di ijiialsiasi più piccola parte del 
lato, che ripetuta produca D, possa al tempo stes- 
so rig-iiardarsL comiì il sej^nale rii ipiella D, che 
non può fissero misnrata? Delibe l'sser dunque 
non un muro inerte, ma un semplice velo, cIip ci 
divide. C-he la sua mano guidata dalla sua intel- 
ligenza lo squarci, c noi ci troveremo nel mede- 
simo orizzonte. 

Noi siamo infatti nei punti essenziali della 
scienza così concordi, che anche a queste mio ri- 
flessioni dare termine mi piace i;oii le sue dotto 
e assennate parole « Cerchiamo elmi'nare per qvanto 
* si putì non ■solo col tàffUere, ma eziandio col non 
« agijiìi',ìgere /^valsivofflia parola o idèa inesatta che 
« po/rebbe deturpare quelle sciente le quali merita- 
« tnente ebbero l'^iModi e&xUe;efi>atlanto, paidiè 
« aiamy m età pienamente coiieór^, rip^ianio ptire 
« c/tè per ottenere in parte questo Unti, (Conviene vo~ 
« ■minciare dal ilare 11 bando sii* BUelMtt' 
« dall' InNegnamcnt* nel LIeei e nel 
<r Clnnasl. Gutta oavat lapìdein sape cadendo. » 
Ed appunto per questo riflesso, essendomi perve— 
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mito un eccellente libretto ora edito in cui tra 
gii altri oggetti si tratta puro di questa elimina- 
zione, dame un conno credo ntìl cosa, poche pagine 
!i qn^^te iiggiiuisfnfiii elio 'm'ìhui n'ià in torcliin. 

Suir DiHi-^i'old — hilnnio all' ordinamento 
degli studi delle Scuole secondarie ApjmnH. e 
pr^oste di C. S. — CENNI di S. Pui'gótti. 

Non qiri bene inceperit, 
seri qui Jl'!r9everavctil..... 
.'^i: il clii peri^evura brilla i! raggio della sjie- 
runza di conseguire l' intento. Ecco il jierchè dopo 
essere per mezzo d' mi libercolo di 11"J pagine («) 
stato io il primo a puljlìcanieute disapprovuri! l'in- 
troduzione dell' Euclide nelle nostre scuole e a 
dimoBtrare la necessità di eliminarlo, dopo di aver- 
vi pOi^cia insistito, per mezzo di due articoli inse- 
xiti nel Giornale deg:li luseguantì — Istruitone, 
e per mezzo di altri quattro nel Baretti, e di 
un altro negli Annali dell'Associazione per Veduca^ 
siane dell^)polo, ed un tUtro nella Rieisia Urbinate^ 
torho anche ora di bel nuovo sullo stesso argomento. 

sapete chi me ne porge itccnsione / L'aureo libretto 
KOpracitato. di gravo pi'so sottn molo tcnnissima, 
uscito in luce nello scorso Geiiniuo ilei 1K7]. Io 
ipnoro r autore; ma il suo stile, e le profonde sue 
riflessioni, <|uali appariscono nei suoi appunti e 
proposte, bene appalesano quale sia il gmilo che 
gli conviene nella liepublica scieutitico-retteraria. 

Nella introduzione dei nuovi programmi e 
metodi d' insegnamento si csagiM'arono i difetti 
degli antichi : la sinauia della troppo servile imi- 
- tazione di tutto ciò cbe è straniero prevalse; e 
come sposso avviene, clic f. In rilnim ilucìi ci'ìpae 
fuga aicaret arie» dal poco si passò a troppo pre— 
(a) EucM* » la Logica naiurale — Perugia 186B. 
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teuiioro liagli Allievi. EJ io nel chiuUei-e un mio 
i-iigioniiiii'-ntii 7i'; min i^bbi difficoltà di asserirn 
■che tìt! il « j}lui-ii)ìis inteAtìi.i ■minoi' eat ad singula 
.feniuay) è scntt'iiKu, cui forse gmi pe^o dai' noii 
è d" uopo nfUe boivuli liititudini, ove domina e 
fisica riibi!r!f(.'zza e aliìtudiDn a mentali conciali tra- 
zioni, pur troppo nulla ha perduto fin qui della 
»uu importanza fra noi. E molti scienziati convcDire 
io vidi uelie mie idee. « E sempre smania d'aiei- 
dopedmao, (dice pure il Ch. Prof. Cassani) «Mi 
ìlei mpporlo sdenitflco, come metodo (e). » E questo 
litesso difetto uotando anche il nostro Anonimo 
nei suoi saggi appunti e proposte, ne addita anche 
IVfEcacf! riparo, ia vastità diminuendo delle imposte 
materie, E con quasi tutto le modifìcanioni, chi) 
egli propone in addi^ioiK; alle utili già emanatt^ 
nello scorso Ottobre lial Miiiist'iro (li?I!a pubtica 
liitruziouf. nono pieiKimciitc conformi i modi miei 
di vedeiT. 

Nrlla iiovcrtà |ii;ni disili' iiiii.' cogni/iioui ii> 
non ho ;:-ià Ili pi'odinsiimi' i.ji'gogliiwa di criMli're, 
clii> li; -^iic i)io|nir^ti> iiui^'^iof peso accniistino dalla 
mia. ;i|))ii'ov;uiiiiii^. Sono io in vece irliu provo la 
siidilislaKioiic di vedere le mie idee avere cunlerma 
in lineile di mi rispi'ttabile Scieii/iuto. lìelativa- 
ui'>nti.' poi alla eliminazione dell' Euclide dalle 
scuole (uel che verna un terzo del suo discolo, 
tanta è l'importanza che se riconosce!) tutte 
trovo alte mie si in ogni passo concordi le sue os- 
servazioni, che un semplicissimo corollario soltanto 
ho ad aggiungervi, corollario che vi scende poi 
facilisEÌmo e incontrastabile. 

(il) Sugli trrori eh/, nUiijnauo anrova nri moderni eóriì H' 

(e) Annali dell' As^ociaj.ioae per ]' eiliicizione ilei VopOÌt — 
Atiiio Fa.^. V. pg. ai! Novi-i.ii>iv laK}. 
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Ed in vem in hn dicliiarato {/mff. 6. Euelide 
e la logica naturaìe ) inesatte le definizioni d(;l 
ponto, della rett», del piauo, dei poliedri «iinili; e 
tali (pag. 12] limitandosi a poclii esempi, riguar- 
da egli pure'quelle della retta e del piano. 

Io,Qel prendere di mira le varie inutìlitit, non 
tralascio la 3" e la 3* proposizione del libro I nella 
quale il metodo è esposto di tagliare da una retta 
maggiore una parte uguale ad altra minore (pag.8) 
c spargendovi un pò di ridicolo, consiglio i Herciaj 
a studiarla per ben apprendere il modo pili facile a 
sollecito di staccare da una pezza un metro solo 
di panno: e alla pagina VI dr^H'opuscolo trovo, che 
le dette proposizioni <;d altre i< sono proposizioni 
pedantesrM, k quali fninno 'ìp.if'uati- mi i-ixegmre: 
a sofisticare anzi die a rai/ionare. 

Alla pagina 1 io noto l'abuso delle dimos- 
trazioni ab abmrdo e rispondo ad llouiil, r.hc. di- 
fende Eiiciido, col dirgli che le giuste ragioni che- 
ebbe Euclide non giustificano noi che non siamo 
nelle sue condizioni dal farne uso attualmente. E 
l'Anonimo? Egli alla pagina 12 ci diohiara che uno 
dei principati difetti di Euclide è appunto l'abuso 
dì queste dimostrazioni ab absurdo. 

Fra gli altri libri ho io preso a declamare 
( pag. 11 ) contro il V°; e V autore dell' opuscolo 
(pag. 15) dice : « mi recti meraviglia che siasi con~ 
senato gwesto Ubro dalmomento tAesene soppres- 
sero gii altri. » 

Io, malgrado tutti i notati difetti, riguardo 
avuto ai tempi e ad altre circostanze, scrissi [à) 
« moltissimi sono i titoli per i piali quel grande 
Geometra dell' antichità si è gaada^nata l'm,mira- 
(ii Segreti dtU' arte di comunicare le trite pag. US — P9~- 

TUgìt ISSI. 



sKne m tuftì t secoli » e- sensei pure («} <e £iicli- 
de è nn sommo Geomeira :■ » e l'Anonimo (pag*. 9) 
dice- pur egli « SucUde fu ti padre della Geomt^ 
ina. che oscuro le opere tutte dt ^ueslo genm-e 
antemn atte sue. » 

Magfgiore nmroriiliUi non può dunquB desi- 
derarsi nei nostri giudizi. E ne tdunu noti' ne 
convenisse, o im «iccsse ; tu hai azzardata anco- 
i-a la propusiiiiont:. fin: « mentre nella maifif'or 
2ai dU t lì) } J l ì l l cn- 
l /I M g t ì l l ui 

l fi I ! j ì j.>-r 

V lì I \. I I M <jU> 

questa bc^tommiii iiuii 0 Ur^. itu .H bocca, <:r.i:u h 
mÌLi rÌKiiO:*ta. Ljuc.^Ui ci'C(lnt;i lio.stcmniia è un 

11 m 1 t 1 t 1 l 1 1 d Ile 

It fn 1 ) 18) Ila 

Appendice osli elcnieuti di Euclide editi nel 186& 
uscita in luce dopo lu piibblicuzione del mio^ii- 
chde e la Logica natumle. 

Uallc sue pai'Ole io rilevo die la lettura di 
questa Appendice fece in lui quella stessa sinistra 
impressione che fece in me. lo trovai oscurisaimo 
1« prime quattro pagine, e sfido il più bravo fra 
tutti gli studenti dei licei d' Italia a dirmi con 
sincerità che vi trova chiarezza. Io vidi inoltre che 
alcuni principi che la mia logica dìssapprovò ncl- 
r Euclide del 18l>8 con finita vano ad c^sim-c sostc- 
jiiiti col porli «nifauto sotto T egida doi nomi di un 
licrti'aiLd e di un jlaltzcr, CosicoliO in una pubblica 
coiilerenKa. elio noi Marzo 1869 io tenni apposi- 
tamente in Poi'iigia a s(i.=tegno delle mie opinio- 
ni, non potei astenermi dal dichiarare, che le 
prove contrarie non si distruggono con magre 

(e) EiitHde t la Logiiia nalurah pBg. 1. 
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, citiizioni di Domini itlustn semplicemente acffiiati 
DI hne di pagina, mn con pingui dettagli di il- 
lustri arErnmentL. argomenti e non citazioni. 
Notai hnalmcute. die giusta i modi miei ai ve- 
dere- sei firrori 1 imi» dietro 1 altro stanno atjcol— 
■ti 111 sole undici rifjhe. le ultime della pas. 3b8 
'.e le prime delia pag, non tralasciando pero 
di avvertire m pan tempo clie questi errori di- 
pendenti tutti da uno stesso falso ju'incipio nulla 
detraggono al mento degli autori dpll Appendici-, 
1 quali. SII -non iii Didascalica, certo nelle Mate- 
matiche di.scipline lianno fama di sommi. Non di 
rado avviene infatti veliere venhcata la osserva- 
zione che nel classico suo tnitiiiro di Cliiiiuru ci 
espone Berzelius. clii' cine cìi:i" idi'iuh,!'' iiii.sxnln 
« ai t d j l ti 
< meato, che <ìesxa Ojn'iiiu.if sìa a-rc. Qi'fxla ah'li'- 
* d a le 1 di It 

n e le p ili 1 

sr,iii) UDiiiiiii: e quando Mantd in una delle sue co- 
inrdie pone iii liocca iid mi personaggio 1 humam 
mh'l a mt alif.iinn m.fn, non ebbe in mente di 
escludere ne Brio;;clu iir Botti. 

La hittura dell Appondire produsse in me que- 
sti effi-tti: e quali nnll'Autore df-U'oniiscolo di cui 
ragioniamo t Egli, dopo aver lette nelle prime 
linee queste parole « Conviene indagare guàU di- 
pendenza esìsta ira la ragione come viene definita 
da Suclìde e U rapporto come è definito comtine- 
mente » ( dipendenza, che poi' per quanto tutta 
l'appendice tu frughi, non ti à dato di vedere 
spiegata), egli così si esprime (pag. 16} «La let~ 
Uira di gtieste righe mi fece trasecolare » e dopo 
essersi indotto a studiare con tutta attenzione di 
nuovo il libro V% ci dice « convinsi sempre 
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j>iù cìif la 'i-aijione di EvcUàe altro non è, e ndìi 
^mò essere, c/te il rapporto dei Afoderni» «jiiel rai>- 
porto stesso cioè che gli antichi chiamavano geo- 
metrico, e clic non in altro consistendo che nel 
guante voUe, una* nostra prioria italiana, il La Uran- 
gia, lo contrassegnò col nome di rapporto di nm- 
tieiUe. E fermissimo in questa idea ci soggiunge 
n se il sign^caio di ragtime non è identico a quello 
di rapporto, come va die tutti i teoremi dimottreti 
da Svclide nel libro F* si attagìiam apennelio me 
proportàmi, quali le intendiamo mif» E da queste 
parole sempre più io mi cooferitio essere egli del 
medesimo mio sentimento, che cioè, se in tutti i 
teoremi e problemi del V" e VI" noi quali trattasi 
di proporainni, dal rapporto ai esclude l' idea del 
quante colte, ussi non ti dicono più nulla. K ciò 
egli amiiietteuiio, se dopo Tesarne delle propox/zìOìii 
del libro V° viene meco a dare uno sguardo anchf 
alle definizioni che le precedono, non può a meno 
di meco non convenire, che allorquando Euclide, 
per rendere gli incommensurabili suscettibili di 
ragione, nel darne la definizione elimina il quante 
nolie, che è quell' unico significato che vi ricono- 
scevano ancora tutti i Geometri ad esso anteriori, 
e invece di dirci che ragione è wa. quoziente, 
nulla pili ci precisa dicendo che « ragione è ma 
reUmme seambieDole fhi due grandem omogenee in 
ordine alla quantità», non può al certo meco non 
convenire che Suelide guasta le d^iz^iper so~ 
stenere degli assurdi. 

Parimenti dopo che il nostro Autore ci palesa, 
che si è sempre più confermato nella idea che la 
ragione di Euclide è un rapporto, ossia un quozien- 
te, il che anche piil esplicitamente afibrma alla 
pag. 17, ove riconosce per evidente T identità dellr 
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vei-e pi-QjiteiiHiu ■ii.uiiitfìche am le pi-opurt/niti delle 
quantità estese^ e conchiude, che le dichiarazioni 
del oontmio «noafan'anm tUtro die ingenerare 
eonjittioni nella mente degli s^óisi » egli ha g'A 
con ciò dichiarato di meco coaTeoire che la defi- ' 
Dizione quinta del V* in cui all' eguaglianza delle ' 
ragioni sì dà un significato ben diverso, facendolo ' 
couBistere non nella eguaglianza di due quozienti, ' 
ma in una proprietà degli equimoltiplici, è una ' 
proposizione detestabile. 

Si detestabile, percliè non è una definizione ve- - 
Ta, come Euclide vorrebbe ùuria apparire per la ragio- 
ne che sulle definizioni non est dùputandum, ma in- 
vece è un teorema da dimostrarsi da Euclide non 
dimostrato; e IVa ^li Liltri ó Gulileo che ce lo avvei'- 
te, avvertendoci in \iavì tempo, che aucho il dimo- 
atrarlo non sarebbe opportuno; g'iaccliè tanto più 
facilmente si ottiene l'intento senza passare per la 
trafila degli equimoltiplici. Essi infatti vi figurano 
come cavoli a merenda, e sono le spine e il 
labirinto che incontra Tacquet nel libro V, la densa 
caligine in cui dice d'imbattersi Galileo, le ambagi 
e circonlocuzioni inutili che vi ravvisa Whiston, le 
oscurità che vi trova il De-Chales, ec. ec^ come ' 
esposi riportandone i testi nel nàoSucUde eIalo~- 
gica »iiftùia2e — , e finalmente le Mse dimoatrazìotti 
che, a parlare senza metafore, vi trovo io. 

Queste ia&tti derivano dal duplice Bignificato ' 
dell' egitofflianza delle ragioni ora 1* presa nel ' 
suo vero senso di eguagliane di quozienti, sicco- ' 
me è indispensabile il prenderla negli enunciati 
e nelle ultime deduzioni di molti teoremi, altri- 
menti essi non hanno alcun significato ; ed ora 2* 
£itta consistere da Euclide in uva. proprietà degli' 
egùànoìtiplici. Qncsta anfibologia è il tranello, che 
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facilmeiite a credere ci trascina, che dipenda dalla 
pseudo-dimostrajtione di Euclide quel convinci- 
mento del vero che anticipatamente stava quasi 
svelato nel nostro pensiero. Così si iihituano jrli 
Allievi al sotìsina, e al non accorgersi del falso an- 
damento delle nostre deduzioni, e prendono Tabito 
deplorabile di appagarsi egualmente sì delle dimo- 
strazioni che degl'inganni. Edi <iiicsti paralogis- 
mi, oltre a molte proposizioni del V", patente escm 
pili ne danno la prima, e ì' ultima, n ■ì'-ì"' del VI". 

Finalmente, sebbene sia io forse il -solo ad aver 
dato così Bvelatamente questi gravi addebiti a Eu- 
clide, pure con quella franchezza io gli enuncio, che 
ispira il possesso del vero, perchè questi addebiti 
sono le^ttimi corollari, siccome ho dimostrato, dì 
quella verità incontrastabile, che la ragione di 
Euclide (sebbene da lui non specificata, nè mai pre- 
cisata nel suo valore, prima di esser giunto alla 
XX definizione del libro VII) altro non può essere, 
che il rapporto per nmziente. Questa verità brillò 
sempre più viva, dopo di aver di nuovo portato sui 
libro V° i suoi studi, nella mente dell'illuiìtrc autore 
del prezioso esaminato libercolo, e brilleràsenza dub- 
bio nella mente di chiunque non prevenuto c tran- 
quillo sul libro V e VI sì farà a meditare seriamente. 
Laonde come dopol'esame degli e.ipostt dife tti io con- 
chiusi (/'emrf/co — L' Istruzione Anno Ill.^iay. ^62) 
che la novella comparsa di Euclide nelle scuole fù 
l'effetto d'una «eanflaloMa Trrtlsln«.>. [a) 
così il suUodato (che ora ho appreso essere il chìa- 
ris.simo Maggioro Generalo Celestino Nachero Co- 
mandante la scuola d' Applicazione dello Armi 
iV Artiglieria e Genio in Torino) alla mia opinione 
si unifonna dicendo (pag. 17) <c Non dtibito ili asse- 
verare che V adozione degli Éleriienti di £uclide nel- 
V insegnamento classico segna vn vero regresso. » 
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D' uopo è dunque eliminarli: nè io vo in piìì pa- 
role. Clic anzi (me lo si condoni al desiderio del 
profitto della stiiiiìosa Gioventù) ne ho forse dette 

^nche troppe. Ma 

Quod potui feci, faciant mellora potente*. 



Ili) Delle mio parole n vertlsrim' (acaudalosa » sodio 

si sono ^caiidalf/iati t.iluin. riini-iuiiilun un esagrrata iiivelHva. E|i- 
pure a me tali; ni>ii st'iiibni. Vrrliiilue li^iiificii capogiro, ed iii senso 
traslnlo Ipmporaneo olTii sta inolilo d' iJee. F. lemporineo il c redolii 

quo' due Malciiialici die per lesto di Gcomelria nelle scuole propoMro 
r Euclide da essi «lilo nel 1867-68, non può fainii supporre, che 
queir alienazione menlale ancora persista, I.a dissi poi soaD'Iaa 
Iosa, perchè veramente scandalosi sodo i risullati olTerlici dagli 
Allievi che su quel solo e non in altri tesli studiarono. 

Mb di questa iniroduilone potrà dar» colpa al HinUlro della 
publica islruzione? Poteva egli dubitare, die adctiablls non fosse 
uo libro proposto da duo Prornsorì che «ono in fama di Uatamalici 
Mmni ? E 90 le cose recate non fossero al pieno delP evideoza, chi 
.mai tuU' ori crederebbe che que' due scienxlati. nel mentre steisa 
'Che raccomandavano la gìnna^^ticn dell'in lei lct(n. oflertn avessero per 




ConveniviL porcili i:lic anclie ncHT-tirlkii- del ISfiS si fos^o inserita. 



Ebbene; ciucile non si i- f.iltu. mi ^i voi-iii fnist dire ilalc tempo, 
lU si fai-ù. Non apparve un anno dopo il h'.ilo una pi ima iippnndice? 
Dopo poco più di dye anni ne n>cirà forse ima seconda, un'uppen- 
dicelta all'Appendice por dar Hniedio allo sconcio delle dimoatraziont 
che non dimostrano? — B ciò sia i ma malgrado quest'addizione, ces- 
serà il malconlento ? Io ne dubito osui. Cho direbbero di questa 
novella introduzione dell' Euclide, se in vite itornasscro que' nostri 
Maestri stessi, che io parte pur lu adottavano? Come mai ! rivolli ai 
fautori di questa innovazione, loro diiebboro. Forse perchè poco fa in 
Alemanna ed in Francia si son ralle varie e aknnc giuste osservazioni 
contro Le^ndre ed s favore di Eiirlide, nimsi Uiltc però attinenti 
«1 primo suo libro, e non bÌA al V. ove snnn le peggiori magagne. 
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. vi Jij auliilu pieìD il llci:liiu ili punu di nuoto LuclìJa sul candela- 
bro ? Troppo precipit05a è siala la vostra delerminaziODi;. (iirficiimt 
praccipi irisniii iadieii inilex. — (E qucslo rim pioverò, vcdde btoc, 
che è piii severo che noD fu il mio: 1' imania è quilclic uosa di 
peggio che Ib vrrligine.) B io partlcolar modo Taequct a loro si. 
tivolgereUM Jkendg: Voi pìuUiMlo che condurre gli AliieTi ptr U 
piana e diretta ria degli alìquoU, rìlornalB ora a alaocarli par 
i tortnoii aodiritieni degli cquiraollipliciT Pur, lo upele. Itle mulli- 
plMitm IsbifrinlAu* miti aiiiiqut lemper di$plicvil : o le la malia 
' idea vi si è desiata di porli in campo di nuovo, oh! di bel nuoTO 
deetriaam proporliùnnm ab ta labe vindieemn». E il successore 
di Newton il celebro Wi.aion soggiungerebbe : usai Euclide nelle mie 
leiioni pptrlii^ mi fu imponilo : m;T i.immcninlevi che dissi pure, so 

inutiKKitt ICiic>li<lciL lri:tti:ti\st'i,i. li Li;iliicci .' i:gli pi il degli 

Tcnerqrmi, v. poi f;oir;iiin.'ate Ji^prcgiate i miei consigli? Pure uellit 
V. delle mie i;ioi ii.itc vi di5.:i. che si potréibe lompendiore in parie 
e rioidinore tutto il V. ili E'itiiile. Vi soggiunsi ancora; tov- 
rrnjaei che Euclide non rfijsc essere il cerchio una figura piann 
in cui, dna corde comunque secandosi, il rellangolo aoKo le parli 
dell' aita i $tmpr0 uguale al rellangolo aollo le parli dell'olirà .... 
ma egli fece aiiai meglia metterà aranti afirii iÌr^ni:iQiie piii cliia- 
ra: e tw A mai oossibile siato slati si gonzi da non comprender 
ciie TDiii con CIO iigoincare, che fece malissimo ad esporre per prima . 
la prcpnetà degli equtmoltiptlci, piultoslo che la proprietà piii inte- 
ressanio e più laciie a concepirai, la quale ci fa conoscere in che la 
vrra t'iiiiiiifiianyii iieiie rsijioni consista ? E allorché a piii chiare note 
VI iiis-;i. iwm LI <ji'nt]i/iene i>" del V. non é depnisione a premellerti, 
Hill tiwnna ii'i inniosfivirsi e do Euclide non dimostralo, possibile 
i iu! [iiiriri ;\ niiirunii i i)..i imlHfcilli da non accorgervi che lutle le 
TiriiiiiD'i'iiiLi iK'i i.i> 11. nello sviliippo lielk- i]uj\[ Uùmu'i ta cil.i- 

lo ■^111111.-1:0 i riH -ii' I ;,iiini[iii calcoli di cui vi occupale hanno nella 
voHiia inculo (.'ccii^snio 1 canoni i più semplici della Logica naturate 
sicciii' non vi e dui iiaio ili scorgere cho la conseguenza di un (eore- 
inn non iiimnsiram non è dimo.'^lrala? — 1^ dopo questa lezioDclDa 
inzzuuie ui uauieu. tiuveicbio io slimo altri evocare dal regno dei 
niorLi. Eaporvi poi ciò che nel regno dei Tivenli ai pensi intorno 
BiF Euclide dei 1867-68 saria recaro vasi a Samo e ootlolein Alene. 
iHio perciò a dire mi resta, che ad oggetto sia gitiEtificalamenlo 
eiimmato dalle scuoia un libro inircdellovi per consiglio di due sii- 
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oli6 iiiiuilu cuiisigllo fu r ctTullo d' iiiiu loro rerligiiif. li per Aimo- 

ilciulo ilieere rerum q:iis\!elal ,'} palmaro occorreva, che L' Eliicli- 
Ue del IseT-GX il HiifT>-a.£-io uon hit ottenuto uè 
-dal vivi, nè <lei deroiitì. 

OSSERVAZIONI 

Intorno al Trattato dì Matematica teoretica ed 
applicata di P. Cordenons — Padova 4870. 

Dì quest' opera è uscito in luce il primo vo- 
lume, il quale contiene una bene estesa ed eru- 
dita introduzione, i quattro calcoli ffindnmentuU e 
i rapporti dei numeri. Havvi iu questo trattato uii 
beir emporio di eognizìotii, in alcune delli^ i]uali koI- 
tiinto sarei teiitiito a diro, che potrebbe desiderarsi 
un niagg'iorc sviluppo, se non teniosHÌ mi si rispon- 
dcsac, che debbono a ciò supplire le orali le^iimi. 

11 metodo con cui modo svultc le materie esce 
dallo comuni rotaie. L' autore non .^i fa ad CMami- 
Ilare ad uno ad uno gli alberi a cosi osprìmermi 
della scienza, in ciascuno di essi cominciando dalla 
radice e su salendo ai tronco, ai rami, alle foglie, 
ai fiori ed al fratto. Esaurisce partitamente egli 
prima lo studio della radice dì tutti, e in sog^uito 
passa a quello di tutti i diversi cauli ecc. : tratta 
in somma innanzi ad ogni altra cosa deiVaddizione 
in tutti i diversi BÌstemi di numeri e interi, e frtb- 
"zionarì, e irrazionali ecc. : in egual modo della 
so^eeiione, e poi della moUifliemione, ecc. Uà ee 
questo trattamento offre da un lato il vantaggio 
-di presentarci le analogie clie passano fra queste 

' -operazioni omonime dei diversi sistemi di interi, 
frazioni ecc., il danno ci cagionano dall' altra di 

' -occultarvi il nesso, i rapporti, lo successive dipen- 
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donze d'una dall'altra parte di ciascuno di questi 
sistemi medesimi, sconnesse ofirendosi queste parti, 
in diversi luoghi e tempi alla nostra mente. Ora se 
rutile sia maggiore del danno, o vicevei'sa,. ad ing-e— 
gni ben del mio più valenti ne Ibscio la decisiooe- 
Trascuvare però il rimarco non debbo, che- 
l'Autore per seguire questo metodo si è trovato- 
varie volte costretto a trattare materie; prima di' 
averne data una idea chiara e precisa. Cosi a mo' d'e- 
sempio nel Capo delVaddinone {% 56) egli espone che 

fl"=l : che e (S (54) che ~==a-" 

e nfin potendo ;idi.iiinu; le prove picnt* e inconcusse,, 
ci auiiiiiiciii, uhi.* « qvesle expres-tmii sor/inno tiv. 
teguito gii'siilimle. >. E questo è g-mve difetto; 
polche se le friui'tilicu-iioui. sevliiite a miglior tem- 
poavveiitre, [lossojio essere ijualriie iiiitii permesse,, 
quuiido higcin'fii delle idee ne moderi in '[iKiIi.-he 
modo la ragione volezzu e non si tratti di fiindìiiueiitalt 
priiicipii. di i(tii'Hti ti"ittaudo, egli è certo che ogni 
i'etir(Mi/:n i' ripnivevulir^siiiiii. L'iillii'vo noii dee on— 
dcggiai'i' iìL'Vf iiircrtc;<;ic anche in cusr, che a pri- 
mo aspetto sembrano di lieve momento: e che per- 
ciò si direbbero semplici nei: talvolta alcune idee 
che paiono ben poco importanti, mal digerite- 
causa sono di iudigestioai le più funeste. 

E neir ordine ancora delle materie in ciascun 
capo trattate io non saprei convenùre pienamente;- 
nè saprei alla sua opinione sottoscrivermi allorcbò 
(§ 33) ci dice » Faremo jìrecedert l' Algoritmia da' 
» nuìKeri generiUi all' Algoritma dei mmeri parti— 
x' colori, cioè ad ogni teorica d' Algebra farà seguito 
» e fine il calcolo dell' A ritmetica ordinaria. » E dt 
coDtrai'io avviso sono io, non già perchè seguace 
io mi sia della opinione di coloro che la verità dei 
principii puri fanno derivare per induzione dai par-- 
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ticolftrì e concreti; ma perchè la mente afferra 
meglio il concetto d' una ventili particolare, e bene 
appreso che l'abbia, tosto il generalizza e il de- 
duttivo giudizio forma della sua applicabilità, a tutti 
i casi particolari possibili della medesima indole. 
L' allievo che trovasi di primo slancio nelle aride 
ed astrattissime speculazioni dell'Algebra, senza 
il conforto di applicazione venuta, egli è il peregri- 
no che muove i primi passi nelle arene del deserto.. 

Quindi a me sembra, che il libro per la som- 
ma concisione delle dimostrazioni, sebbene a stretto 
rigore di logica procedenti, e per la preterizione 
di altre alla arguziii e diligenz;i affidate degli stu- 
denti, sia più utile ed opportuno al giovane, che 
giunto alla vetta del monte della scienza, vuole 
di un colpo d' occhio osservare il percorso cam- 
mino, e nel vasto orizzonte gli oggetti studiati ìa 
bella sintesi vedere ordinati, di quello che il sia 
a quell' allievo, che dell' alta montagna trovasi alla 
pendice, se al suo fianco di continuo non abbia un. 
eccellente condottiero, ohe per l'erta lo gnidi, e 
spine e triboli e sassi dal suo piede allontani. 

Intorno all' insieme di questo libi-o ho esposto 
i miei pensamenti. Venendo ora ai particolari det- 
tagli, aiiVsiiine soltanto io mi limito dei calcoli fon- 
damentali, .'•iccome di tutto 1' edifìcio sono la base. 

Riguardo alle teoriche della addizione e delia 
sottrazione, cui vanno a rifevir.si le quantità posi- 
tive e negative, una verità, delta quale da oltre a 
un mezzo secolo a questa parte io mi sono con- 
vinte], si è pi'eseiitata alla sua mentfi pur anche, 
allorché (S ;ì6) dichiara che gli aggottivi positivo 
e -.leijatiro '.'non sono q^iialità delle qmiitiià » ma 
p(ji questa retta idea gli ò come lampo fuggita, e 
nei comuni errori cadendo alla medesima contrad- 
dice dicendo che i sopradetti due aggettivi debbono 
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i-itcin;i'rii « co'ine inervuli uW cxni-iiza drUr rixprt./ìce 

(lua'iititò e lìihim nVn lì! '[("intiUi il .suo 

modo di c-ii-ere risjwf/ù aV nìira >• ^■■iucclii' e cosa 
mai t-igiiifica o:isnrc incri'jitc all' i's;;L'n-!a, f! (iure 
il modo di o.-ifìci'L', ae non qualilicre^ ossia csprimcn! 
quella qiialitii, chi^ l'g'i'i'fj'iariii'nti' ad ossi agyoftivi 
egli nogaV Se le negative sono, come eyli dice. 
(§ 37) fiuantità. in senso qppos/o alle jioxiiite, e so 
<tiiesta oppOBi^iOBe non deriva dalla '/imlitfi delia 
quantità, da altro derivare non può dunque qlie 
dall' casere poste Io une, c sottratte le altre. 
E dopo lo sviluppo di queste verità, ben na- 

. turale è l' accorgersi, che se ha,v\i nel calcolo una 
quantità, che nou è sottratta, segno è che è posta, 
e che pei'ciò l'aggettivo /lonitìrii, è imitile: C = + C, 
D' altronde, se la diminuzione che si ottiene iu 
un calcolo, da altro non può derivare che da sot- 
trazione, r attribuirla alla qualità d' una quantità 

, che si aggiunge, qualità che egli pure non_ am- 
mette, è un errore. Si faccia perciò cocag^fio 
raiitoi-e: coltivi hi felice idea che gli er;i liale- 
iiuta nella mente, e l'immciando al pregiudizio' ili 
non opporsi ai comuni modi di vi'dero dica pure 
meco, elle V espressione « iimutilò posi/Àca » è 
un pleiniasmo e. quantitù iLe'jniica » è iiu assurdo. 
Meco pure coiichiuda che il seguo [— ) sempre 
desthiato a indicare sottrazione, non è mai segno 
qvMÌifimnte ; e ciie l' innesto della soitraiione alla 

_ stato delle i/mntità, cui taluui ricorrono, dicendo 
che le negative sono quantità in ^^ofo di soUrasione 

\ è una contraddizione, perchè la sottrasume è una 

. operazione, e non uso stato. 

Con queste esatte idee, che afiBlaie dìaccndono 

. dal principio pur autore ammesso, che gli 

, aggottivi <s .npgatrvo non esprimono qua- 
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lita, lioi ^'luiif^Liimo ism Ut musj^inuL tiiL-ilit;i ad alti'O 
vi'ritii al;,'cl)rit:hi', iiitL'i-r.-i.sjintL. 

1 riittaiidij^^i ili iithiieri miìinmit (iijiìrlii. il -i- « 
I' iiUJLtitifa: tnittiUKliisi di iiih.iki-i i>idir'hil/ rijifitt- 
:iviit, iiidiciiiiti i:ol/i-. noli jjdti'iido ijursti ctiislri'i' 
dispriLLiLfL dal tomiuiL iudu;auti og'fi'iìt.ti ai quali csbi 
^1 applicaLO. ne ^l't^Uf ciic il i-H i'. roìfc, ^iqmtm 
chi' n rol/p \ :i posta o una ([Uaiifitn. p. es. -H e. o 
.suttra/iioiii' di i[uaiititu. p. — i' ; <> clic il ( — a 
noUe) sigmhca, clii' va sottratta « soUe o una quan- 
tità p. e», -i- o sottrazione di (quantità, ^. es. — c. 
Xfò £|.aétste;;^i«6s;»sni, e non da iltesEH^m^fizffl^^ 

cimmàe es^Ssi^i delle rogde Ffìtali\K m 84^1 

r.' Ì^ÌA «na quantità, porre o npetere i^Uei^a 
nul calcolo nnao^iu volte e porre, n (4-XM-e4TÌ. 

-SottraFlauna, O'piu volte è sottrarre, n (+X — è—). 

11. Data UD8 sottrajiioiit' di quantità, il porro o 
ripetere una op!U volte qiiet;tasutti'ai;ioiie i- ì^ottrar- 

■le. Il l—X-l-e — ). ^Mitti'aiTe qiici^la >;(itlniZinnL' 
una, 0 più volte e uu agg:iaii<jere. il — e -f-i. 

Hi'lativaiiii'iitt' alla moltiplicazione 1 .'iiilni'e e 

I nel imvi'nj di qiii.dli che ri^iiardatm cuiiin inoltu 
int(.'rc^--uuli.- 1 oi-^iervazione. clu' |K'r pruno nella 
Keieiiz^i. iiitrndiitìsc Ciavio. e adotto N'-wlnii. lUHe- 

. renilo in'lhi ulivi della iiioltiplirazi'iin' hi iiaziom' 
della pi'opor^iinii'. ddla qiiulf poco dn-co^^tasi la 
modilicazione liitLavi da CaiLchv. allorehe disse : 
che d uopo e lare ani moltiplicaudo cin rln' coìi- 
vieni' tai'e i-ull unita perche divenga iiiolti]ilii ii!'iii- 
Alle idee di (jlavio e di Newton unilormasi ;ilioi- 
cho i)«133] poi^e- per assioma. «Za relazione J^'b- 
U proietto a H: i^^^lteitttdo e vgvale aUa rtlaittme 

fra il meiti^haÈta» e l unitaj^ e seguo le espres- 
Kioni cB Giiuoby, allorché 121] definisce il inol- 
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tiplicatorc per quel fattore, che indica e(me éeltbe 
esser traXtaùt U raoU^Ueando per ottenere ^ prodotto^ 
Tutte queste osserrazìoni sono vere ed anclie utili, 
ma come defisizioni sono illusorie. Cercando in- 
fatti che cosa fare dobbiamo sull'unità per otte- 
nere il moltiplicatore, cadiamo in un (jircolo vizioso, 
dicendo che fare ò duopo sull' unità ciò che si ef- 
fettua sul moltiplicando perchè diveug-a il prodotto. 
In ultima analisi il da farsi è dato dalla riflessione 
poi-tata sullfi condizioni del problema ; e clii- far ciò 
sia fare quanto converrebbe sull'unitìi perchè dive- 
nisse il moltiplicatore, è un osservazione secondaria. 

Che cosa poi pia il da forti quando Ìl molti— 
plicatoi'i: è un intero, egli ben lo espone (S 122) di- 
cendo, ehi' ili i[ii('tìto c;iso il ninltipUcare è ripetere: 
uiii [)oi siif^'friiiiifi'i.' clii' « t/i'rx/a dejinhinne non è 
sifffiniente, ipiando il moll'jjUcf/to're è frazionario, 
come ni redri'i plk iìinanzi. » E sì mostra cosi con- 
vinto, che la idiia del ripetere non v- sufficiente a 
completare il siguiUcato della parola moUiplicazioTie,. 
che quando Uà dovuto parlare più volte della ri- 
petizione delle quantità nel c^ddl'add&ione, ai 
è sempre astenuto dal denominala moltiplicazione. 
E al g 144 parlando di moltiplicazione per frazione 
addimostra come, per fare sul moltiplicando ciò 
cìie si suir unità per avere il moltiplicatore, 
convenga eseguire anche una divisione. 

Ma prima di venire all' esecuzione, non era 
forse un ubbidire ad un precetto di buona didat — 
tica il far conoscere cosa realmente si intonda 
sotto le piirolf di moltiplicare pi-r frazione, di mol- 
tiplicair per es. una qiiautità per '/i ? 

Non sarebbe stato opportuno il fare ridettere, 
che supporre eseguibile per % queir opcrazioue 
stessa, che eseguiamo per 3 è un iiiipoi^sibiti', piT- 
Gbè ripetere una cosa tiv ijid'ili di polff è un as— 
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eardo, né può perciò alcua problema recarci b que- 
sta ricerca ¥ Non sarebbe stato atiliBsimo il diiao— 
strare, che por mezzo dì una semplice posposkione 
di parole, tosto dalle oscunssime tenebre veniamo 
a una limpìdùsima Ince ì Se in vece di dire tr» 
giùnti ài volta, diciamo tre volte im quinto, non è 
forse dileguato V assurdo 1 Non può occorrere mille 
volte il caso di dover prendere i tre quinti, ossia 
tre volte il quinto di o; ed allora è forne il desi- 
derio di fare suir a queli' operazione ohe facciamo 
mill'unità per avere il moltiplicatore tre quinti, che 
ci spinge ad agire, ovvero dividiamo a jiei' ó per 
otteiieruc il quinto, e il ([uinto ottenuto nioltipli- 
cliiamo per 3, affine di avere i tre quinti ilesìdoniti ? 

E dopo tutte queste osservanioui, non è forse 
chiaro 1" che per % non si moltiplica; U" chi? non 
a, mii il quinto di « è il moltiplicando; lì" che non 
y,^ ma è 3 ìl moltiplicatore ; 4* che la inolti[)lì(;a- 
zione pyr Ira^iione ò la identicu nioltiplicaziono per 
interi dopo di avere eseguita una divisione? Non 
è dunque la moitiplicazione, che nella cosi detta 
moltiplicazione per frazione è diversa; diversa è 
r indole del problema, che olti-e alla Identica 
moltiplicazione per interi, richiede una divisione. 

Passiamo ora alla molt^UeasàonejpzrirrasiontUi; 
e prima di ogni altra cosa osserviamo, se anche 
in questa si verifichi Io stabilito principio, che si 
faccia sul moltiplicando quella operazione stossa, 
che si fa sull'unità perchè divenga il moltiplicatore. 
Si abbia per es. a moltiplicai'e [/ 3 per 2. E qui. 
io chieggo, si veritìca che moltiplicare [/ 3 per K 2 
nia fare sul V 3 ciò che si fa sull' unità perchè 
divenga [/ :J ? Par dure di ciò ragione, io ben lo- 
veggo, r autore si è trovato iu gi-ande imbarazzo, 
cosicché, mentre nella moltiplicazione sì per interi 
che per frazioni ha preso egli le mosse dal pale- 
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tiplicuturu, \ioi su ([ucstn rclaziune creiititn prii— 
ili.'iitt' p;ii'tit(i ];oii muovere di^uorso, (parchù si ^a- 
ìvhhii trovato nulla iinpo.ssibilitù di l'urla conorfcore) 
liei trattare delia moltiplicazione per irrazionali. 

Questa difiBcoltà avrebbe però potuto scioglie- 
re in un modo il più facile e in pari tempo il più 
ragionevole, se l' idea secondato egli avesse che 
veniva vagheggiando aUorcIiè scrisse- [§ 14j2}'''« a 
n'i/ore di parola la denominazione di svàninà trra- 
zionaìe contraddiee alla idea essemiale di san tità » 
giacché se ciò che corrisponde ai sìmbolo irrazio- 
nale è in contraddizione coli' essenza di quantità, 
(ed è vero che lo è, perchè questo simbolo 1^2, 
|/3 esprime un impose ibilitù) dunque non è quan- 
tità. E se non è quantità, ecco perchè non può 
esservi ili relazione l'unità; non si può su questa 
iiiiitii o]».M'are, se non distruggendola, affine diven- 
y;» il molti pi iciitore irrazionale che non esiste. 

Ma le luvctoriLte abituiìini non si vincono fa- 
L'ilnieiiti" : fdsiccliè nu'utre avova o^'li (|uasi in 
]]iign(i la verità, se lu è lasuiatìi rnjr^^ir ili mano 
])or spj> ini-i' hi ooi'i'eiiie ; ed )ia purciò ammesso 
;mch" cfrli 1" esi-^teuza dei iiiiineri espressi dai .sim- 
boli ii'caxiunali o le loro iiKiltipliciizioiii. Tak' poro 
Ì! la intricata definizione, «ni le false idee Ìo hanno 
condotto, che ci porta anch' essa a ritenere non 
esistenti i creduti numeri espressi da |/3, dal/3, 
ecc. Egli ci dice (§ 279) « ^omo essi enti determ- 
nati da wn numero, al qttate una seconda determi- 
na:ione toglie ogni ràasùme donila con V unità; 
«MI per la sua reìamne con lacrima ietermineaione, 
è in reazione con ogni altra quantità. » io so- 
Rtongo, che non è in relaeione con veruna. Egli 
crede «pìogarci questa relazione dicendo, che Tir- 
razionnie 1^3 p. cs. p in relazione col numero 3, 



perchè (i/ 3}' = 3; ed io rimarco airoiiposto uliu iX3 
appunto esprime la maiicaii/iii di questa v.ìiixioue 
col 3; giacchi"' siyiiifica la non esistenza ili uii 
numero rfi parti, che ri[)etutii tante volto, quante 
efise parti l'ossero, dasse un numero frazionario, una 
frazione apparente equivalente a lì. E la non esi- 
stenza DI UN NUMERO uon è certamctite cosa sa- , 
BCettibile nìt di relazione, nè dt moltipUcaìiione. 

Ed a coloro i quali BOstengono ancora che la , 
moltiplicazione per irrazionali è dimostrata dai fatti 
Beguenti : ■ , , 

I. 1^3X1/2 = 2 . 

n. 1/2X1/3 = 1^2.3 — 1/6 

m. l/2xt/18 = (/2. 18 = 1/36 = 6 
io qui compendia quanto piii diffusamente esposi 
nelle mie lettere filosofiche fpag. 493 e sef^uenti). 

1. Il 2 non è il prodotto di una effettiva molti- 
plicazione. Per supporlo, bisogna ammetterò due 
assurdi : un risultato che preesiste alla operaKioue 
diretta ad ottenerlo, e due fattori che non sono, 
ma fanno. È la costituzione del 2 ciò che fa essere 
impossibili que'due fattori che dovrebbcm produrlo. 

2. Parimenti t/ 2 X [/ 3 = i/ 2.3 = i/6 non è un , 
esempio di moltiplicazione, perchè non sono esistenti 
nè fattori, nè prodotto. Che se in vece di essi pren— , 
diamo quelle frazioni che alzate a quadrato danno 
valori prossimi al 2 e al 3, dal loro prodotto risulta 
un valore che ò radice di un quadrato prossimo 
s .6, ma in tal caso la moltiplicazione ' non, è fìù 
per irrazionali, ma per frazione nel senso già da 
noi dichiarato. Ed in genere |/A X |/B — i/AB ' 
non à che V espressione del teorema, che il pro- 
dotto di due. radici à uguale. alla radice del loro 
prodotto, e già ben s'intende, nel caso in cut le 
radici esistano, quando cioè il caso sia di radicali 
razionali, e non di radicali ir&ziooali. 
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3. 11 6 non è il risultato della moltiplicazione di 
|/ 2 per 1/ 18. Due fattori inesistenti non poasouo 
pi-odiUTc ; e perciò non può mai tiarsi problema 
che ci porti ad ottenere il 6 dalla moltiplicazione 
di 1/ 2 per [/ 18. Ed ìu veni iiUorfhè ci à dice, che 
ciò avviene ijiiando formiamo un rettangolo, pren- 
dendo pur base la diaconale del metro quadrato 
che t/ ^, c dandole per altesina la diagonale ripe- 
tuta tre volte, perchè in tal caso l'aia è (/ 2 x 3 2 
= 1/2X1/9.2 = 1^2X1/^18 = 1/2.18 = 1/36 = 6, 
io fQ riflettere essere falso che la diagonale sia 
espressa da (/ 3. Egli è questo il maiuscolo errore 
di molti, che confondono la quantità incommensu- 
raMe col numero, che dovrebbe esprimerla, e che 
non esiste. Falso perciò che 1^2 possa moltiplicarsi 
per 3t/2 ovvero per 1/9.2 ossia per [/ 18, non esi- 
stendo nè 1/ 2, nè [/ 18. Ciò che noi facciamo nella 
formazione del rettangolo k Ìl prendere per molti- 
plicando il quadrato 2, il quale non risulta già da 
(/ 2 X 1/2, che abbiamo jirovato impoj^sibile, uiu da 
gi'iimetriche dimostraxioni che rendono evidente, 
cim il qiKuh'ato dolhi diagonale d'un quadrato ne è il 
doppio: od è questo doppio, questo 2. non prodotto per 
nulla da una moltiplicjizione, e non già t/2 X 1/2, 
che ripetiamo tre volte perchè abbiamo data al ret- 
tangolo un' altezza che è V altezza del quadrato 
ripetuta tre volte; ond" è che in ultima analisi il 
rettangolo si è formato per in moltiplicaziono di -i 
per 3; e l'irrazionalità dei fattori era apparente. 

Concludiamo perciò: T La moltiplicazione per 
interi è ripetinione. li" La moltiplicazione per fra- 
zione è ripetizione preceduta da una divisione. Ili* 
La moltiplicazione per irrazionali ò un assurda. 

A compimento poi delle mie osservazioni sul 
capo della moltiplioazionb dichiaro di non appro- 
vare, che il moltiplicatore si nfetiffa, come l'autore 
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dice (§ 173), per un numero astratto. Esso c un uu- 
mero sempre intero, intimamente connesso con nu- 
meri indicanti ogni sorta di oggetti oonercti, e con 
numeri indicanti oggetti astratti, ma non astrat- 
to per tìè medesimo. Ed il contbiidmi iirin. cosa 
con l'altra è gi-ave i.'n'ore, ed ei'i'orc ili inulti. Tu 
puoi per es, ripetere Ire tulle ijualtiivoglia immero 
O CODCi'eto od astratto, ma il .'ì è scnipro rulli;. Lungi 
dair essere il risultato d'una astrazione fatta dagli 
oggetti concreti, esso moltiplicatore, crime polipo 
al nativo suo nicchio, se ne sta sempre ade- 
rente alle volte che ripetuto esser debbe il molti- 
plicando, le quali sono da esso 3 indicate. 

E che sempre il moltiplicatore altro non ìndi- 
chi che volte una prova no danno le folte tenebre 
in cui ci immergiamo, so tentiamo dare al molti- 
plicatore il valore di linea, e ci sforziamo di mostrare, 
•come fa V antore (§ 200 e 201) che due fattori li- 
near! diano una superficie, ed un fattore lineare 
e r altro di superficie dicno un volume. Io veggo 
<;hc la teoria (ìeijU iiulitinihili di Cavalieri allora 
ebbe generale favorevole incontro, quando Newton 
donò V eleiaento evanescente della larghi^zza alla li- 
nea allorché genera la .suporficio, e della spessezza 
alla superficie allorché genera il volume, ricono- 
scendo cosi r omogeuoitii del ]irndntto e del mol- 
tiplicando, 0 la sola uttrilu:<iun(j ilei ripotere 
lasciando al moltiplicatore. JmI eccoci al solito Pitor- 
iiollo « MOÌIiidimre è r/jje/n-e. ^> 

Tutti i rilievi fatti sulla iinìltipilcaziouc sono 
facilmente applicabili alla nii'^ruzionc opposta pur 
anello, quaPè la divisione; e perciò le mìo inda- 
gini su i calcoli fondamentali sono compiute. 

Soddisfare altro ora non mi resta che un debito, 
quale si è il dichiarare, che la lettura di questo 
libro concepire mi ha fatto alta stima delle forzo 
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intellettivo e delle vaste cogaizioDi del suo autore; 
cosicché relativamente a questo suo lavoro, nbi" 
filtra m'/eiit, non ego pareis t^fféndar macvìis. 

Ha poiché il libro esaminato noD ò il solo in 
cui queste macchie appariscono, poiché anche le 
più lievi inesattezze possono talvolta essei-e scala 
a più gravi, spesso verificandosi il detto di Orazio 
« Arte nìiga-e seria diteent in imla » bene ho (ire- 
duto di non lasciarle inosservate, e quindi intorno 
ad esse pubbiicar le mie idee. Io non ho l'orgo- ' 
glio di tutti stimare retti i g-iudizi che ho ontcr- 
nati in pmposito, conio non lio l'umiltà ili crederli 
tutti falsi, Mercè Tacutu^uo ingegno dia Tautore 
ad ossi quel peso che meritano, e favorevolmtmto . 
poi aceolga. io lo prego, queste poche, rozze, ma non 
tutte inutili mie parole; poiché solo al nobile scopo ' 
sono dirette di migliorare V lKlruzloa«, quelle 
inesattezze eliminandovi, che la deturpano ancora- 



Scapo "ìit cjUiUle eica,ta.te. 

Io 9000 sudato di palo io Frasca. HolUcoiie lio espostu se«za. 
ordino 0 sema nesso. Alcune dal IS6S in poi ie aveva già e dslte 
nel mio Euclide e la Logica naturale, e ripetute io vari Gioroalì. E' 
perchè dunque, mi dirà taluno, tornare a rtpctercdo sino alla aoja?* 
Eko la mia risposta — A queste mie ouertazioni appunto' perchè 
senza oidinee nesaobodalo il titolo di «ieolala; e varie coaowno tor- 
nato B ripetete, perchè Benpi* pib gli Inaegnaoti dì buon lenso tÌ- 
IleUaDO che odia Halematìca elementare t' è molto ancora a correg- 
gere: ohe non tuUe lo correzioni che io ho suggerite sonosoBsti' 
«hérie, D Trìvolo soUigliczzo; o Glie i difetti del V. libro di Euclide 
aono bea più gravi di quello rhe comunemente si crede. 
Repetittt tùvant. 

FINE. 

3 A?i!i87i ; 
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